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Resumo
Neste trabalho, propomos um modelo matemático que trata o processo produtivo da
indústria de papel. Este processo consiste em produzir jumbos de papel, os quais, pos-
teriormente, são cortados em bobinas menores com tamanhos pré-determinados. Parte
dessas bobinas é destinada para atender uma carteira de pedidos e as demais são corta-
das para produzir folhas de papel com demandas específicas. A ideia foi deixar o modelo
generalista, para que possa ser usado em diferentes indústrias de papel e o chamamos de
bi-integrado por ser composto por dois problemas integrados de dimensionamento de lotes
e corte de estoque. Utilizamos a técnica de horizonte rolante de planejamento para amor-
tizar o impacto das incertezas na composição dos parâmetros de entrada. Desenvolvemos
um método heurístico para resolver uma versão simplificada do modelo matemático, que
possui um alto grau de complexidade. Tal heurística utiliza o método Simplex com Ge-
ração de Colunas. Realizamos experimentos computacionais para comparar as soluções
do modelo bi-integrado proposto com outras três estratégias de modelagem do processo
produtivo e obtivemos ganhos médios nos custos totais de produção de papel que chegam
a 26,61%, o que mostra que é possível melhorar o processo global de fabricação e corte
do papel. Além disso, alguns testes foram feitos alterando diferentes tipos de parâmetros
de entrada, para analisar o comportamento do modelo em diversos cenários.
Palavras-chaves: Pesquisa operacional; Programação matemática; Planejamento da pro-
dução; Problema de corte de estoque; Papel - Indústria.
Abstract
In this paper, we propose a mathematical model that deals with the productive process
of the paper industry. This process consists of producing paper jumbos, which are then
cut into smaller coils of pre-determined lengths. Part of these rolls is intended to fulfill a
portfolio of orders and the others are cut to produce sheets of paper with specific demands.
The idea was to leave the model generalist, so it can be used in different paper industries
and we call it bi-integrated because it is composed of two integrated problems of lot
sizing and stock cutting. We used the rolling horizon planning technique to amortize the
impact of uncertainties on the composition of input parameters. We developed a heuristic
method to solve a simplified version of the mathematical model, which has a high degree
of complexity. Such a heuristic uses the method Simplex with Column Generation. We
performed computational experiments that compare the solutions of the proposed bi-
integrated model to other production process modeling strategies and obtained average
gains in the paper production total costs that reached 26.61 %, which shows that it is
possible to improve the overall process of manufacturing and cutting. In addition, some
tests were performed by changing different types of model input parameters, in order to
describe the behavior of the model in several scenarios.
Keywords: Operational research; Mathematical programming; Production planning; Cut-
ting stock problem; Paper - Industry.
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1 Introdução
A fabricação de papel é um processo complexo e extenso. Em termos gerais,
podemos dizer que ele é composto por quatro fases principais. Em um primeiro momento,
no que nos referimos como Fase 0, temos a transformação da madeira em celulose, por
meio de uma série de etapas de processamento cujo resultado são enormes e finas folhas
de papel.
Este material é entregue para a fase seguinte, aqui enumerada por 1. Nela, tais
folhas são enroladas em torno de um eixo, produzindo grandes cilindros chamados de
jumbos. Esta etapa do processo é um problema de dimensionamento de lotes, na medida
em que deve-se programar as quantidades de jumbos a serem fabricados de modo a atender
a uma demanda específica, respeitando as restrições de capacidade das máquinas.
O jumbo produzido é, então, passado para a Fase 2, onde máquinas conhecidas
como rebobinadeiras, ao desenrolarem esses jumbos, realizam cortes longitudinais nos
mesmos, enrolando-os novamente em seguida, em um fluxo contínuo. O resultado desse
processo são cilindros menores, oriundos do jumbo cortado, e denominados de bobinas.
Esse é um problema de corte de estoque unidimensional, em que objetos maiores, nesse
caso os jumbos, são cortados em apenas uma dimensão em itens menores, aqui as bobinas.
Por fim, na Fase 3, essas bobinas são processadas por máquinas chamadas de
cortadeiras, que, ao desenrolarem as mesmas, fazem cortes longitudinais e transversais,
produzindo folhas de papel como as que utilizamos no nosso dia a dia. Nesse trabalho, nos
referiremos ao termo formato para designá-las. Esta fase constitui também um problema
de corte de estoque, mas, desta vez, bidimensional, em que os objetos maiores, as bobinas,
são cortados em duas dimensões em itens menores, os formatos.
Diversos trabalhos existentes na literatura estão, na Tabela 1, classificados de
acordo com a(s) fase(s) por eles abordadas e também pelos problemas clássicos de otimi-
zação (dimensionamento de lotes, corte de estoque, programação da produção, alocação,
sequenciamento e atribuição) que foram utilizados nas formulações.
O trabalho (SANTOS; ALMADA-LOBO, 2012) aborda a produção de celulose.
Os autores apresentam um modelo que integra a programação e o planejamento de pro-
dução dessa matéria-prima, dos jumbos e da energia necessária para executar o processo.
Temos quatro trabalhos que tratam as fases de fabricação de jumbos e bobinas
por meio dos problemas clássicos de dimensionamento de lotes e corte de estoque. Em
(POLTRONIERE et al., 2008), restrições de capacidade e de preparação de máquina são
consideradas nas formulações. O modelo interliga as duas fases por meio de restrições
de integração, nas quais as quantidades de jumbos fabricados são atreladas à quantidade
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Tabela 1 – Classificação dos trabalhos de acordo com o processo de produção de papel
Trabalho Problema clássico Fases0 1 2 3
(SANTOS; ALMADA-LOBO, 2012)
Dimensionamento de
lotes e programação
da produção
X X
(POLTRONIERE et al., 2008)
(RESPÍCIO, 2003)
(LEAO et al., 2017)
(MALIK et al., 2009)
Dimensionamento de
lotes e corte de
estoque
X X
(KESKINOCAK et al., 2002) Alocação esequenciamento X X
(MENON; SCHRAGE, 2002) Atribuição X
(GILMORE; GOMORY, 1961)
(ZAK, 2002)
(POLDI; ARAUJO, 2016)
Corte de estoque X
(CHAUHAN et al., 2008) Atribuição X X
(CORREIA et al., 2004)
(KALLRATH et al., 2014) Corte de estoque X X
(KRICHAGINA et al., 1998)
Dimensionamento de
lotes e corte de
estoque
X X
(RODRíGUEZ; VECCHIETTI, 2008) Atribuição e cortede estoque X
(GILMORE; GOMORY, 1965)
(KIM et al., 2014) Corte de estoque X
necessária para atender a demanda de bobinas a serem cortadas. No trabalho (RESPÍCIO,
2003), a capacidade de produção não é suficiente para atender a demanda, levando a prazos
de entrega grandes. (LEAO et al., 2017) apresenta três formulações matemáticas: uma
orientada a itens, outra a padrões de corte e uma terceira de decomposição de máquinas.
Em (MALIK et al., 2009), o número de itens cortados de um objeto de acordo com um
padrão de corte é uma variável de decisão, enquanto o número de objetos cortados de
acordo com um padrão de corte é um parâmetro de entrada.
(KESKINOCAK et al., 2002) integra as Fases 1 e 2, utilizando, porém, os pro-
blemas de alocação e sequenciamento. Além da programação da produção de jumbos e
bobinas, a distribuição de bobinas também é considerada, por meio de uma abordagem
multi-critério.
Seguindo a sequência da Tabela 1, temos alguns trabalhos que focam apenas na
Fase 2. (MENON; SCHRAGE, 2002) considera a alocação de pedidos às máquinas de
corte de bobinas, utilizando o problema clássico de atribuição. Além deste, encontramos
outros três trabalhos que tratam o problema de corte de estoque. No clássico trabalho
(GILMORE; GOMORY, 1961), o problema de corte unidimensional de jumbos em bobinas
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é resolvido por meio do método Simplex com Geração de Colunas. (ZAK, 2002) generaliza
o método apresentado por (GILMORE; GOMORY, 1961) para o corte unidimensional em
várias fases. (POLDI; ARAUJO, 2016) assume a produção de objetos como parâmetro de
entrada, e as restrições de balanço de estoque fazem com que o estoque de objetos em
cada período seja planejado, permitindo antecipar a produção de itens.
Alguns trabalhos integram as Fases 2 e 3 do processo, utilizando diferentes pro-
blemas clássicos como base. (CHAUHAN et al., 2008) considera o problema de atribuição,
propondo um modelo de decisão para determinar a melhor escolha de bobinas a serem
estocadas e suas respectivas atribuições em formatos com demandas específicas, gerando
uma menor perda de material. (CORREIA et al., 2004) e (KALLRATH et al., 2014) utili-
zam o problema clássico de corte de estoque. O primeiro trabalho enumera as combinações
de larguras de bobinas e determina as quantidades a serem produzidas e os padrões de
corte a serem utilizados, por meio de um modelo matemático para o problema de corte
de estoque em 1,5 dimensão. Já o segundo trabalho apresenta várias abordagens para
resolver os problemas de corte de estoque unidimensional e bidimensional, inclusive uma
nova abordagem de geração de colunas para tratar diferentes larguras de jumbos, em que
o estoque de jumbos é limitado e a sub-produção é permitida, porém deve ser evitada. Por
fim, (KRICHAGINA et al., 1998) considera os problemas de dimensionamento de lotes e
corte de estoque para produzir formatos de vários tamanhos com o objetivo de minimizar
custos de desperdício, preparação de máquina e estoque de itens.
Temos três trabalhos que abordam apenas a Fase 3. (RODRíGUEZ; VECCHI-
ETTI, 2008) considera os problemas de atribuição e corte de estoque para otimizar a
produção de caixas de papel corrugado. (GILMORE; GOMORY, 1965) generaliza o tra-
balho de (GILMORE; GOMORY, 1961), abordando o problema de corte de estoque
multi-dimensional estagiado. (KIM et al., 2014) trata o problemas de corte de estoque
bidimensional em dois estágios, considerando várias restrições operacionais de fábrica.
Percebemos, pelos trabalhos descritos até aqui, uma tendência de integrar as fa-
ses de produção, com o objetivo de obter custos globais menores quando comparados com
os obtidos pela soma dos custos das fases abordadas separadamente. No trabalho (GRA-
MANI; FRANÇA, 2006) realizado em uma indústria de móveis, por exemplo, os autores
relatam um ganho de 28% nos lucros ao combinar fases de produção. De fato, essa não
é uma prática apenas da indústria de papel. O recente trabalho (MELEGA, 2017) revisa
uma série de artigos que abordam problemas integrados de dimensionamento de lotes e
corte de estoque em diferentes tipos de indústrias, tais como têxtil, de processamento de
madeira, alumínio, cobre e móveis
Além da indústria papeleira, outro segmento onde há importantes contribuições é
o moveleiro. No trabalho (GRAMANI; FRANÇA, 2006), os autores propõem um modelo
matemático que integra os problemas de dimensionamento de lotes e corte de estoque
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e um novo método de resolução baseado no problema de caminho mínimo. No trabalho
(GRAMANI et al., 2009), esse modelo é revisado, de modo a considerar os custos de
produção e estoque de produtos finais e é resolvido por um método baseado em relaxação
lagrangiana. No artigo (GRAMANI et al., 2011), as restrições de preparação de máquina
do modelo revisado são relaxadas, o estoque de itens é considerado, e o modelo resultante
é resolvido pelo método simplex com geração de colunas. Por último, (GHIDINI, 2008)
propõe um novo modelo matemático para integrar os problemas de dimensionamento de
lotes e corte de estoque, o qual possui algumas particularidades para amortizar o impacto
da incerteza na demanda e é resolvido utilizando duas diferentes abordagens desenvolvidas
com base no método simplex com geração de colunas.
Considerando outros tipos de indústrias, no trabalho (ARBIB; MARINELLI,
2005), a integração dos problemas de dimensionamento de lotes e corte de estoque e a
técnica de reaproveitamento de sobras são usadas para tratar o processo de produção
de correias de engrenagem. Em (NONAS, 2000) e (NONAS; THORSTENSON, 2008), o
problema integrado presente no processo produtivo de uma companhia norueguesa que fa-
brica caminhão basculante é tratado e resolvido. Por último, no trabalho de (SILVA et al.,
2013), um modelo matemático genérico é proposto para ser uma extensão do modelo clás-
sico de corte de estoque bidimensional quando um conjunto de períodos de planejamento
de produção é considerado.
Analisando a bibliografia resumida na Tabela 1, identificamos uma lacuna entre
os trabalhos, já que não há nenhuma pesquisa que trata, de forma integrada, as fases de
produção de jumbos, bobinas e formatos. Se, integrando duas dessas três fases, os autores
já relatam um ganho substancial, é de se esperar que, ao englobar mais fases ao processo,
os custos diminuam ainda mais. Nesse trabalho, portanto, propomos e resolvemos um
novo modelo matemático de otimização com o objetivo de minimizar os custos dessas três
fases. A hipótese verificada é se o ganho ao integrar essas três fases supera o ganho ao
tratar cada uma das fases separadamente, ou mesmo, integrando duas das três fases. Além
disso, um requisito imposto para esse novo modelo é que ele seja generalista, com o intuito
de poder ser adaptado às diferentes configurações de indústria de papel. Utilizamos os
problemas clássicos de dimensionamento de lotes e corte de estoque como ponto de partida
na formulação. Vale ressaltar que não abordamos a produção de celulose nesse estudo.
É importante esclarecer que o já citado trabalho (MELEGA, 2017) tem uma
proposta parecida, no sentido de integrar três fases de produção em ummodelo generalista.
A principal diferença, no entanto, reside no fato de que no referido trabalho as Fases 1 e 3
são problemas de dimensionamento de lotes e a Fase 2 é um problema de corte de estoque.
No nosso trabalho, a Fase 1 é um problema de dimensionamento de lotes, enquanto as
Fases 2 e 3 são de corte de estoque. Essa é uma característica específica da indústria de
papel.
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O restante do texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, apresenta-
mos os problemas clássicos de dimensionamento de lotes e corte de estoque; no Capítulo
3, descrevemos o processo produtivo da indústria de papel e apresentamos quatro estraté-
gias de solução para tal processo, utilizando os problemas clássicos de dimensionamento
de lotes e corte de estoque, inclusive a estratégia proposta nesse trabalho, que integra as
três fases de produção; o Capítulo 4 traz o método de solução desenvolvido para resolver
o modelo proposto; no Capítulo 5 estão descritos os experimentos computacionais reali-
zados e os resultados obtidos são apresentados e discutidos; no Capítulo 6, apresentamos
as principais conclusões; por fim, as referências bibliográficas são apresentadas, seguidas
pelo Apêndice A, em que algumas fórmulas sobre conversão de medidas são apresentadas.
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2 Problemas Clássicos de Otimização - Di-
mensionamento de Lotes e Corte de Esto-
que
Desde o surgimento da área de Pesquisa Operacional, no decorrer da Segunda
Guerra Mundial, a comunidade científica tem se dedicado ao estudo de vários tipos de
problemas que auxiliam na tomada de decisões estratégicas e operacionais. Esse esforço
gerou uma classe de problemas clássicos para os quais a pesquisa chegou em um ponto rela-
tivamente avançado. Variações de modelos foram propostas e discutidas pela comunidade
e métodos de solução, sejam eles exatos ou heurísticos, têm se mostrado adequadamente
robustos e eficazes. Dois desses problemas clássicos foram utilizados nesse trabalho como
ponto de partida para a formulação de um novo modelo integrado: o problema de di-
mensionamento de lotes (PDL) e o problema de corte de estoque (PCE), os quais serão
abordados nas Seções 2.1 e 2.2. A técnica de horizonte de planejamento rolante, que
permite diminuir o impacto da incerteza nos parâmetros de entrada do modelo, foi consi-
derada ao modelar o problema integrado presente no processo produtivo da indústria de
papel. Esta técnica é descrita com detalhes na Seção 2.3.
2.1 Problema de Dimensionamento de Lotes
Definição 2.1 O problema de dimensionamento de lotes é um problema de otimização
que consiste em determinar as quantidades de certos tipos de itens (produtos) a serem
produzidos em determinadas máquinas, em cada um dos períodos do horizonte de plane-
jamento, de modo a atender à demanda e minimizar os custos totais de produção, estoque
e preparação de máquina. Este problema pode estar sujeito a restrições de capacidade de
produção em cada um dos períodos e, nesse caso, o problema é chamado de capacitado.
Certas características influenciam na classificação, modelagem matemática e até
mesmo na complexidade de solução do problema de dimensionamento de lotes. Entre
elas podemos citar: o tipo de horizonte de planejamento, que pode ser finito ou infinito,
contínuo ou discreto e rolante; o número de tipos de itens a ser fabricado; as restrições
de capacidade; limitação dos recursos disponíveis; os tipos de demanda, que podem ser
determinística ou probabilística e estática ou dinâmica; o estoque de itens, entre outros.
Neste trabalho, estamos tratando do problema de dimensionamento de lotes ca-
pacitado, com múltiplos itens, horizonte de planejamento finito e discreto, demanda de-
terminística e estoque de itens permitido.
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Dois trabalhos clássicos sobre PDL, que podem ser consultado para mais detalhes,
são (TRIGEIRO et al., 1989) e (TOLEDO; ARMENTANO, 2006).
2.1.1 Modelagem Matemática
Reescrevendo a Definição 2.1 do problema de dimensionamento de lotes em lin-
guagem matemática, obtemos o modelo matemático apresentado a seguir.
2.1.1.1 Índices
∙ 𝑘: tipo do produto; varia em 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, sendo 𝐾 o total de gramaturas;
∙ 𝑚: tipo de máquina; varia em 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 , sendo 𝑀 o total de máquinas;
∙ 𝑡: período no horizonte de planejamento; varia em 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , sendo 𝑇 o total de
períodos;
2.1.1.2 Parâmetros
∙ 𝑐𝑘,𝑚,𝑡: custo de produção do produto tipo 𝑘 na máquina 𝑚 no período 𝑡;
∙ 𝑠𝑘,𝑚,𝑡: custo de preparação para produzir o produto tipo 𝑘 na máquina 𝑚 no período
𝑡;
∙ ℎ𝑘,𝑡: custo de estoque do produto tipo 𝑘 no final do período 𝑡;
∙ 𝑑𝑘,𝑡: demanda do produto tipo 𝑘 no período 𝑡;
∙ 𝑓𝑘,𝑚: tempo de produção do produto tipo 𝑘 na máquina tipo 𝑚;
∙ 𝑔𝑘,𝑚: tempo de preparação para produzir o produto tipo 𝑘 na máquina 𝑚;
∙ 𝐶𝑡: tempo disponível para produção no período 𝑡;
2.1.1.3 Variáveis de Decisão
∙ 𝑥𝑘,𝑚,𝑡: quantidade de produtos tipo 𝑘 produzida na máquina tipo 𝑚 no período 𝑡;
∙ 𝑧𝑘,𝑚,𝑡: variáveis binárias que indicam a produção ou não do produto tipo 𝑘 na má-
quina tipo 𝑚 no período 𝑡;
∙ 𝑒𝑘,𝑚,𝑡: quantidade de produtos tipo 𝑘 produzida na máquina tipo 𝑚 estocada no
final do período 𝑡;
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2.1.1.4 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀∑︁
𝑚=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐𝑘,𝑚,𝑡𝑥𝑘,𝑚,𝑡 + 𝑠𝑘,𝑚,𝑡𝑧𝑘,𝑚,𝑡 + ℎ𝑘,𝑡𝑒𝑘,𝑚,𝑡) (2.1a)
sujeito a
𝑀∑︁
𝑚=1
(𝑥𝑘,𝑚,𝑡 + 𝑒𝑘,𝑚,𝑡−1 − 𝑒𝑘,𝑚,𝑡) = 𝑑𝑘,𝑡, 𝑘 = 1, ..., 𝐾; 𝑡 = 1, ..., 𝑇 ; (2.1b)
𝑀∑︁
𝑚=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑓𝑘,𝑚𝑥𝑘,𝑚,𝑡 + 𝑔𝑘,𝑚𝑧𝑘,𝑚,𝑡) ≤ 𝐶𝑡, 𝑡 = 1, ..., 𝑇 ; (2.1c)
𝑥𝑘,𝑚,𝑡 ≤ 𝑄𝑧𝑘,𝑚,𝑡, 𝑘 = 1, ..., 𝐾; 𝑚 = 1, ...,𝑀 ; 𝑡 = 1, ..., 𝑇 ; (2.1d)
𝑥𝑘,𝑚,𝑡, 𝑒𝑘,𝑚,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧𝑘,𝑚,𝑡 ∈ {0, 1}, 𝑘 = 1, ..., 𝐾;
𝑚 = 1, ...,𝑀 ; 𝑡 = 1, ..., 𝑇. (2.1e)
A função objetivo (2.1a) do modelo consiste em minimizar a soma dos custos
totais de produção, estoque e preparação de máquina. O primeiro grupo de restrições
(2.1b), conhecido como restrições de atendimento à demanda, garante que a demanda de
cada tipo de produto seja atendida em cada período do horizonte de planejamento. As
restrições (2.1c) asseguram que o plano de produção não ultrapasse a capacidade produtiva
das máquinas. As restrições (2.1d), conhecidas como restrições de preparação, fazem com
que as variáveis binárias de preparação assumam valor 1 quando há produção e 0 caso
contrário. Por último, as restrições (2.1e) definem as variáveis 𝑥𝑘,𝑚,𝑡 e 𝑒𝑘,𝑚,𝑡 não-negativas
e inteiras e as variáveis 𝑧𝑘,𝑚,𝑡 como binárias.
2.1.2 Método de Solução
Um fator que aumenta a dificuldade em resolver o modelo matemático (2.1) se
refere à existência das variáveis binárias de preparação de máquina. De fato, para proble-
mas muito grandes, a utilização de solvers para obter a solução exata fica comprometida.
Para contornar essa dificuldade, uma estratégia simples consiste em relaxar essas variá-
veis. Nesse caso, os custos e tempos de preparação não são considerados explicitamente
no modelo, mas seus valores podem ser acrescentados aos custos e tempos de produção,
respectivamente. Dessa forma, uma solução próxima ao ótimo é obtida em um tempo
computacional aceitável.
De acordo com o trabalho de (KARIMI et al., 2003), os métodos de resolução
existentes para o PDL capacitado podem ser classificados em duas categorias: heurísticas
especializadas, que consiste em, inicialmente, determinar o tamanho dos lotes de produ-
ção, em seguida, factibilizar a solução e, por último, melhorá-la e heurísticas baseadas em
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programação matemática, em que as restrições de capacidade das máquinas são relaxadas.
Uma descrição completa dos métodos é feita nesse trabalho. Outras estratégias mais re-
centes para resolução do PDL estão descritas em (BALDO et al., 2014), (NASCIMENTO
et al., 2010) e (CAMARGO et al., 2014).
2.2 Problema de Corte de Estoque
Outro problema clássico de otimização é o problema de corte de estoque, que con-
siste em cortar objetos grandes e padronizados disponíveis em estoque em itens menores,
de modo a satisfazer a demanda destes últimos, minimizando algum critério de otimiza-
ção, como por exemplo, o desperdício de material ou o número de objetos utilizados. O
trabalho de (GILMORE; GOMORY, 1961) é um clássico nesse tema. Já o trabalho de
(POLDI; ARAUJO, 2016), por outro lado, é um trabalho mais recente, que lida com o
problema de corte de estoque unidimensional multiperíodo.
O problema de corte de estoque é classificado de acordo com o número de di-
mensões que são relevantes dos objetos a serem cortados: unidimesional, bidimensional e
tridimensional. Os três casos são encontrados em problemas reais. Nesse trabalho, trata-
remos dos problemas unidimensional e bidimensional.
Definição 2.2 O problema de corte unidimensional ocorre quando apenas uma dimensão
do objeto a ser cortado é considerada no processo de corte.
A Figura 1 apresenta uma ilustração do problema de corte unidimensional. Ob-
serve que não é possível aproveitar todo o comprimento do objeto com itens, ocorrendo
um desperdício de material. Esse tipo de problema aparece, além da indústria de papel,
também na indústria de aço.
Figura 1 – Problema de corte unidimensional (adaptado de (GHIDINI, 2008))
Definição 2.3 O problema de corte bidimensional ocorre quando duas dimensões do ob-
jeto a ser cortado são consideradas no processo de corte.
Capítulo 2. Problemas Clássicos de Otimização - Dimensionamento de Lotes e Corte de Estoque 24
Na Figura 2, temos a ilustração do problema de corte bidimensional. Duas pos-
síveis formas de cortar o objeto são apresentadas. Assim como na ilustração da Figura 1,
também há desperdício de material, em ambas as formas. Algumas indústrias onde esse
tipo de problema aparece no processo produtivo são: moveleira, metalúrgica e além, é
claro, papeleira.
Figura 2 – Problema de corte bidimensional (adaptado de (GHIDINI, 2008))
Definição 2.4 O problema de corte tridimensional ocorre quando três dimensões do ob-
jeto a ser cortado são consideradas no processo de corte.
Na Figura 3, temos a ilustração do problema de corte tridimensional. Assim
como nos casos anteriores, também há desperdício de material. As indústrias automotivas
e aeroespaciais são dois exemplos de aplicações desse tipo de corte.
Figura 3 – Problema de corte tridimensional (adaptado de (GHIDINI, 2008))
Definição 2.5 Padrão de corte é a maneira como um objeto é cortado em itens.
Em termos matemáticos, o padrão de corte pode ser representado por um vetor,
em que cada coordenada define a quantidade resultante de um tipo de item cortada no
objeto. Por exemplo, para o caso da Figura 1, temos o padrão de corte 𝑎 = (1, 2, 2)𝑇 , em
que é cortado 1 item do tipo 1, 2 itens do tipo 2 e 2 itens do tipo 3. Já para o caso da
Figura 2, temos o primeiro padrão 𝑎1 = (3, 2, 1, 4)𝑇 e o segundo padrão 𝑎2 = (4, 2, 2, 1)𝑇 .
Se considerarmos o desperdício de material como critério de comparação entre os padrões
𝑎1 e 𝑎2, o padrão 𝑎2 é inferior ao 𝑎1, pois sua perda de material é maior. Por último, na
Figura 3, o padrão de corte é 𝑎 = (2, 1, 1, 1)𝑇 .
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Na sequência, são apresentadas algumas propriedades e classificações dos padrões
de corte que serão úteis no decorrer desse trabalho.
Definição 2.6 Corte guilhotinado acontece quando todos os cortes são realizados parale-
lamente a um dos lados do objeto e por toda sua extensão.
Note que o padrão de corte 1 da Figura 2 é guilhotinado. O padrão de corte 2,
por outro lado, não apresenta essa propriedade.
Definição 2.7 Um padrão de corte é dito ser de 𝑛-estágios quando são feitas 𝑛 − 1
rotações de 90∘ para obter os itens.
Para cortar o objeto da Figura 4, por exemplo, são necessárias 2 rotações de 90∘.
Esse padrão de corte é dito ser de 3-estágios.
Figura 4 – Padrão 3-estágios (retirado de (GHIDINI, 2008))
Definição 2.8 Um padrão de corte é exato quando os cortes guilhotinados geram os itens,
não sendo necessária nenhuma apara.
A Figura 5 ilustra esses conceitos. O primeiro padrão de corte é exato. Já no
segundo padrão de corte, é necessária uma apara para obter o item verde da faixa superior.
Esse padrão é, portanto, inexato.
Figura 5 – Padrão exato × inexato (adaptado de (GHIDINI, 2008))
Definição 2.9 Um padrão é dito homogêneo quando é composto por apenas um tipo de
item.
Um exemplo desse tipo de padrão é dado na Figura 6.
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Figura 6 – Padrão homogêneo (retirado de (GHIDINI, 2008))
2.2.1 Modelagem Matemática
Considere que queremos cortar objetos do tipo 𝑜, 𝑜 = 1, ..., 𝑂 e comprimento 𝐿𝑜
em itens do tipo 𝑖, com comprimento 𝑙𝑖 e demanda 𝑑𝑖, para 𝑖 = 1, ..., 𝐼. Para modelar
matematicamente esse problema, o primeiro passo é definir todos os padrões de corte
possíveis e, em seguida, decidir quantas vezes cada padrão será utilizado. O critério de
otimização adotado neste texto é a minimização do desperdício ou perda de material.
Seja o padrão de corte 𝑎𝑗𝑜, 𝑗 = 1, ..., 𝐽𝑜, cuja 𝑖-ésima coordenada 𝑎
𝑗
𝑖𝑜 contém o
número de itens do tipo 𝑖 cortados no objeto tipo 𝑜 segundo o padrão 𝑗. Para que seja
um padrão de corte válido, ele deve satisfazer às restrições (2.2):
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 ≤ 𝐿𝑜 (2.2a)
𝑎𝑗𝑖𝑜 ≥ 0 e inteiros (2.2b)
A perda 𝑝𝑗𝑜 do padrão pode ser expressa por (2.3).
𝑝𝑗𝑜 = 𝐿𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 (2.3)
Para poder construir o modelo matemático é necessário, portanto, enumerar todas
as combinações que satisfazem às restrições (2.2). De posse de todos os padrões, basta
resolver o modelo matemático (2.4), para obter os valores das variáveis 𝑦𝑗𝑜, ou seja, quantas
vezes o padrão 𝑗 deve ser usado para cortar o objeto 𝑜. Seja 𝑐𝑜 o custo de perda de material
para o objeto 𝑜 e 𝑒𝑜 o número de objetos 𝑜 disponíveis em estoque.
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minimizar
𝑂∑︁
𝑜=1
𝐽𝑜∑︁
𝑗=1
𝑐𝑜𝑝
𝑗
𝑜𝑦
𝑗
𝑜 (2.4a)
sujeito a
𝑂∑︁
𝑜=1
𝐽𝑜∑︁
𝑗=1
𝑎𝑗𝑖𝑜𝑦
𝑗
𝑜 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝐼 (2.4b)
𝐽𝑜∑︁
𝑗=1
𝑦𝑗𝑜 ≤ 𝑒𝑜, 𝑜 = 1, ..., 𝑂 (2.4c)
𝑦𝑗𝑜 ≥ 0 e inteiros, 𝑗 = 1, ..., 𝐽, 𝑜 = 1, ..., 𝑂 (2.4d)
A função objetivo (2.4a) minimiza o custo total com desperdício de material.
As restrições (2.4b) asseguram que a demanda de cada tipo de item 𝑖 seja atendida e as
restrições (2.4c) garantem que não sejam cortados objetos 𝑜 além da quantidade disponível
em estoque. Além disso, a quantidade de objetos cortados deve ser um número inteiro e
não negativo, conforme (2.4d).
2.2.1.1 Caso Bidimensional
Para o caso bidimensional, o problema consiste em cortar objetos do tipo 𝑜,
𝑜 = 1, ..., 𝑂, com comprimento 𝐿𝑜 e largura 𝑊𝑜 em itens do tipo 𝑖, com comprimento 𝑙𝑖,
largura 𝑤𝑖 e demanda 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝐼. Para modelar esse problema, novamente devemos
seguir os dois passos conforme descrito no caso unidimensional.
Seja o padrão de corte 𝑎𝑗𝑜 o 𝑗-ésimo padrão de corte para o objeto do tipo 𝑜.
Para que ele seja válido no caso bidimensional, deve satisfazer às restrições (2.5) e mais
outras restrições operacionais, tais como, o número de estágios e o tipo de corte, conforme
explicado na Seção 2.2.
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑤𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 ≤ 𝐿𝑜𝑊𝑜 (2.5a)
𝑎𝑗𝑖𝑜 ≥ 0 e inteiros (2.5b)
A perda do padrão de corte é expressa de acordo com a Equação (2.6).
𝑝𝑗𝑜 = 𝐿𝑜𝑊𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑤𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 (2.6)
Perceba que a definição de cada elemento 𝑎𝑗𝑖𝑜 do padrão de corte, não faz qualquer
referência à dimensionalidade do corte. De fato, como mencionado anteriormente, ele
Capítulo 2. Problemas Clássicos de Otimização - Dimensionamento de Lotes e Corte de Estoque 28
indica o número de itens do tipo 𝑖 cortados a partir do objeto do tipo 𝑜 segundo o
padrão de corte 𝑗. Portanto, definidos todos os padrões de corte possíveis para o caso
bidimensional, o modelo matemático para miminizar o custo com desperdício de material
é o mesmo dado em (2.4).
2.2.2 Método de Solução
O modelo matemático (2.4) apresenta duas grandes dificuldades que nos impedem
de encontrar as soluções ótimas para problemas reais: a integralidade das variáveis 𝑦𝑗𝑜
e, principalmente, o grande número de padrões de corte. Para se ter uma noção dessa
dificuldade, experimente, por exemplo, enumerar todos os padrões de corte para o caso
unidimensional de uma instância pequena composta por um tipo de objeto e quatro tipos
de itens com as seguintes dimensões: 𝐿1 = 100 e 𝑙1 = 10, 𝑙2 = 15, 𝑙3 = 20 e 𝑙4 = 25. Se
você achou que conseguiria enumerar à mão todas elas, vai se surpreender quando souber
que há 164 combinações possíveis. Imagine em uma fábrica que tem em sua carteira de
produtos algumas dezenas de tipos de itens!
Para contornar a primeira dificuldade, podemos relaxar a restrição de integrali-
dade das variáveis e, após obter a solução ótima relaxada do problema, aplicamos alguma
heurística de arredondamento para obter a solução inteira aproximada.
Já para a segunda dificuldade, Gilmore e Gomory propuseram em (GILMORE;
GOMORY, 1961), para o caso unidimensional e em (GILMORE; GOMORY, 1965), para
o caso bidimensional, o método simplex com geração de colunas. Este método, que é
uma modificação do método simplex, permite trabalhar implicitamente com os padrões
de corte, determinando, a cada iteração do método, os melhores padrões. A ideia central
consiste em iniciar com uma base qualquer de padrões de corte e gerar, a cada iteração, um
novo padrão que, ao ser incorporado no modelo, melhora a função objetivo. Designamos
por problema mestre o modelo matemático do problema relaxado composto pelos padrões
de corte da base inicial e aqueles incluídos posteriormente a cada iteração do método.
Chamamos de subproblema o problema da mochila a ser resolvido a cada iteração do
método para determinar novos padrões de corte que melhorem o resultado do problema
mestre. A Figura 7 ilustra o funcionamento do método Simplex com Geração de Colunas.
2.2.2.1 Caso Unidimensional
A seguir, explicamos cada um dos passos do método simplex com geração de
colunas apresentados no fluxograma da Figura 7.
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Figura 7 – Método Simplex com Geração de Colunas
2.2.2.1.1 Gerar Base de Padrões
O algoritmo é iniciado gerando uma base de padrões de corte para construir o
problema mestre inicial da forma (2.4), no qual novos padrões serão incorporados nas pró-
ximas iterações. O método mais simples para isso é gerar padrões homogêneos, conforme
Definição 2.9.
2.2.2.1.2 Resolver Problema Mestre
Nesta fase, o problema mestre, que é um problema de otimização linear, é re-
solvido. Isso pode ser feito com o auxílio de qualquer solver disponível no mercado. A
partir da solução ótima obtida, são extraídos os valores das variáveis duais (𝜋) que serão
utilizados nos próximos passos.
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2.2.2.1.3 Resolver Subproblema
Segundo o critério de Dantzig, queremos determinar novas colunas de padrões de
corte com o menor custo relativo. Sendo assim, a partir do modelo (2.4), o subproblema
a ser resolvido para cada objeto do tipo 𝑜 é o seguinte:
minimizar
𝑐𝑜𝑝
𝑗
𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
𝜋𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 − 𝜋𝐼+𝑜 (2.7a)
sujeito a
𝑎𝑗𝑜 : padrão de corte válido para o objeto 𝑜 (2.7b)
Para o caso unidimensional, o subproblema é representado por:
minimizar
𝑐𝑜𝑝
𝑗
𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
𝜋𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 − 𝜋𝐼+𝑜 = 𝑐𝑜(𝐿𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜)−
𝐼∑︁
𝑖=1
𝜋𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 − 𝜋𝐼+𝑜 = (2.8a)
𝑐𝑜𝐿𝑜 + 𝜋𝐼+𝑜 −
𝐼∑︁
𝑖=1
(𝑐𝑜𝑙𝑖 + 𝜋𝑖)𝑎𝑗𝑖𝑜,
sujeito a
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 ≤ 𝐿𝑜, (2.8b)
𝑎𝑗𝑖𝑜 ≥ 0 e inteiros, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼 (2.8c)
Ignorando o termo constante e invertendo o sinal da função objetivo, finalmente
chegamos ao modelo matemático (2.9) para o subproblema, o qual apresenta a forma de
Problema da Mochila e pode ser facilmente resolvido utilizando um solver.
maximizar
𝐼∑︁
𝑖=1
(𝑐𝑜𝑙𝑖 + 𝜋𝑖)𝑎𝑗𝑖𝑜 (2.9a)
sujeito a
𝐼∑︁
𝑖=1
𝑙𝑖𝑎
𝑗
𝑖𝑜 ≤ 𝐿𝑜, (2.9b)
𝑎𝑗𝑖𝑜 ≥ 0 e inteiros, 𝑖 = 1, ..., 𝐼. (2.9c)
Capítulo 2. Problemas Clássicos de Otimização - Dimensionamento de Lotes e Corte de Estoque 31
2.2.2.1.4 Custo Relativo
Se o valor do custo relativo obtido pela Equação (2.8b) for menor que zero,
adicionamos a coluna correspondente ao padrão de corte encontrado ao problema mestre.
Caso contrário, já passamos para o próximo tipo de objeto, 𝑜 = 𝑜 + 1 e voltamos para o
passo de resolver o subproblema.
2.2.2.1.5 Coluna Adicionada
Após resolver o subproblema para cada tipo de objeto 𝑜, se foi adicionada alguma
coluna ao problema mestre, ele é resolvido novamente e o ciclo reiniciado. Caso contrário,
significa que a solução atual não pode ser melhorada e então o algoritmo é finalizado.
2.2.2.1.6 Observação
Como a restrição de integralidade do modelo (2.4) foi relaxada, temos que ar-
redondar a solução real para obter uma solução inteira. Isso pode ser feito por meio de
alguma heurística dentre as diversas existentes na literatura, como por exemplo as heurís-
ticas descritas nos trabalhos (POLDI; ARENALES, 2006) e (CAMPELLO et al., 2016).
2.2.2.2 Caso Bidimensional
O algoritmo do método simplex com geração de colunas para resolver o problema
de corte de estoque bidimensional é o mesmo apresentado na Figura 7. Porém, a forma
como os padrões de corte bidimensionais do subproblema a ser resolvido, o cálculo do
custo relativo das novas colunas e a obtenção da solução inteira são diferentes. A seguir,
descrevemos detalhes sobre cada um desses passos para o caso bidimensional.
2.2.2.2.1 Padrões de Corte Bidimensionais
No trabalho de (GILMORE; GOMORY, 1965), é proposta uma heurística para
obter padrões de corte bidimensionais, a qual consiste, basicamente, em dois passos: (1)
para cada largura de item disponível, resolver um problema da mochila para obter o
melhor padrão de corte para compor a faixa em questão; (2) definidos os melhores padrões
de corte para cada faixa, resolver mais um problema da mochila final para determinar
quantas vezes cada faixa deve ser utilizada. Apresentamos, a seguir, as formulações para
cada passo.
Passo 1: Definir os melhores padrões por faixa
Nesse primeiro passo, trabalharemos com o conceito de faixas. Pensando no objeto
tipo 𝑜 de dimensões 𝐿𝑜 ×𝑊𝑜, fixamos o comprimento 𝐿𝑜 e variamos a largura de acordo
com os valores das larguras dos itens tipo 𝑖, 𝑤𝑖, conforme ilustrado na Figura 8. Para
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larguras de mesmo valor como no caso do exemplo, 𝑤3 e 𝑤4, consideramos apenas uma
delas. Suponha que existam 𝑟 larguras diferentes entre si.
Figura 8 – Faixas
O modo como cada faixa pode ser cortada transversalmente depende do tipo de
padrão de corte com o qual estamos trabalhando: exato ou com apara, conforme explicado
na Seção 2.2. A Figura 9 ilustra exemplos de padrões de corte permitidos em cada um
dos casos.
Figura 9 – Padrões de corte com e sem apara
Precisamos definir, matematicamente, o conjunto de itens 𝑊𝑢 que podem ser
cortados em uma determinada faixa 𝐿𝑜 x 𝑤𝑢. Se apara for permitida, todos os itens com
largura menor que 𝑤𝑢 podem ser cortados, ou seja, 𝑊𝑢 = {𝑖|𝑤𝑖 ≤ 𝑤𝑢}. Caso contrário,
se apara não for permitida, apenas os itens com largura igual a 𝑤𝑢 poderão ser obtidos,
então 𝑊𝑢 = {𝑖|𝑤𝑖 = 𝑤𝑢}.
Queremos descobrir o melhor padrão de corte 𝛼𝑗𝑢𝑜 para cada faixa 𝐿𝑜 x 𝑤𝑢,
𝑢 = 1, ..., 𝑟, do objeto tipo 𝑜. Para isso, devemos determinar o menor custo relativo segundo
o critério de Dantzig, como no caso unidimensional. Dessa vez, o modelo matemático (2.7)
resulta em:
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minimizar
𝑐𝑜𝑝
𝑗
𝑜 −
∑︁
𝑖∈𝑊𝑢
𝜋𝑖𝛼
𝑗
𝑖𝑢𝑜 = 𝑐𝑜(𝐿𝑜𝑤𝑢 −
∑︁
𝑖∈𝑊𝑢
𝑙𝑖𝑤𝑖𝛼
𝑗
𝑖𝑢𝑜)−
∑︁
𝑖∈𝑊𝑢
𝜋𝑖𝛼
𝑗
𝑖𝑢𝑜 =
= 𝑐𝑜𝐿𝑜𝑤𝑢 −
𝐼∑︁
𝑖=1
(𝑐𝑜𝑙𝑖𝑤𝑖 + 𝜋𝑖)𝛼𝑗𝑖𝑢𝑜, (2.10a)
sujeito a∑︁
𝑖∈𝑊𝑢
𝑙𝑖𝛼
𝑗
𝑖𝑢𝑜 ≤ 𝐿𝑜, (2.10b)
𝛼𝑗𝑖𝑢𝑜 ≥ 0 e inteiros, para todo 𝑖 ∈ 𝑊𝑢, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼. (2.10c)
Ignorando o termo constante e invertendo o sinal da função objetivo, chegamos
ao modelo (2.11), que deve ser resolvido para cada faixa 𝐿𝑜 x 𝑤𝑢, 𝑢 = 1, ..., 𝑟, do objeto
tipo 𝑜.
𝑉𝑢 = maximizar
𝐼∑︁
𝑖=1
(𝑐𝑜𝑙𝑖𝑤𝑖 + 𝜋𝑖)𝛼𝑗𝑖𝑢𝑜, (2.11a)
sujeito a∑︁
𝑖∈𝑊𝑢
𝑙𝑖𝛼
𝑗
𝑖𝑢𝑜 ≤ 𝐿𝑜, (2.11b)
𝛼𝑗𝑖𝑢𝑜 ≥ 0 e inteiros, 𝑖 = 1, ...𝐼. (2.11c)
em que 𝛼𝑗𝑖𝑢𝑜 contém o número de itens tipo 𝑖 na faixa 𝐿𝑜 x 𝑤𝑢, 𝑢 = 1, ..., 𝑟 do objeto tipo
𝑜 e 𝑉𝑢𝑜 é o valor de utilidade para cada faixa do objeto tipo 𝑜.
Passo 2: Determinar quantas vezes cada faixa deve ser utilizada
No Passo 1, determinamos a melhor forma de cortar cada faixa possível e seu
respectivo valor de utilidade. Nos resta agora apenas descobrir quantas vezes utilizar
cada faixa no padrão de corte bidimensional, de forma a maximizar a função utilidade.
Para isso, é necessário resolver mais um problema da mochila, apresentado em (2.12).
maximizar
𝑟∑︁
𝑢=1
𝑉𝑢𝛽
𝑗
𝑢𝑜 (2.12a)
sujeito a
𝑟∑︁
𝑢=1
𝑤𝑢𝛽
𝑗
𝑢𝑜 ≤ 𝑊𝑜, (2.12b)
𝛽𝑗𝑢𝑜 ≥ 0 e inteiros, 𝑢 = 1, ..., 𝑟, (2.12c)
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em que 𝛽𝑢𝑜 é o número de vezes que a faixa 𝑢 estará presente no padrão de corte bidi-
mensional para o objeto 𝑜.
Para obter o padrão de corte final, 𝑎𝑗𝑜, multiplicamos, para cada item, quantas
vezes ele está presente em cada faixa pelo número de vezes que a faixa é utilizada, ou seja,
𝑎𝑗𝑜 =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎𝑗1𝑜 =
∑︀𝑟
𝑢=1 𝛽
𝑗
𝑢𝑜𝛼
𝑗
1𝑢𝑜
...
𝑎𝑗𝐼𝑜 =
∑︀𝑟
𝑢=1 𝛽
𝑗
𝑢𝑜𝛼
𝑗
𝐼𝑢𝑜
⎞⎟⎟⎟⎠ .
2.2.2.2.2 Cálculo do Custo Relativo
O cálculo do custo relativo das novas colunas para o caso bidimensional é feito
de forma semelhante ao caso unidimensional. Porém, o custo relativo é obtido conforme
(2.10a).
2.2.2.2.3 Heurísticas de Arredondamento para o Caso Bidimensional
Novamente, uma vez obtida a solução do problema relaxado, é preciso aplicar
alguma técnica de arredondamento para obter uma solução inteira. Isso pode ser feito
utilizando algum procedimento heurístico, como o descrito no trabalho de (OLIVEIRA;
FERREIRA, 1990) ou mesmo em (POLDI; ARENALES, 2006) adaptado para o caso
bidimensional.
2.3 Técnica de Horizonte de Planejamento Rolante
Em modelagem matemática, existe uma técnica muito interessante que permite
adaptar o modelo matemático a mudanças dos parâmetros de entrada. Esta técnica, cha-
mada de horizonte de planejamento rolante, consiste em dividir o horizonte de planeja-
mento em duas extensões: em períodos, para produtos que requerem um planejamento a
médio prazo, e o primeiro período, em sub-períodos, para itens que compõem os produtos
e requerem uma programação a curto prazo. Ao final do primeiro período, “rolamos” o
horizonte e recalculamos os valores dos parâmetros, conforme ilustrado na Figura 10. Os
períodos, neste caso, podem representar as semanas em um horizonte de planejamento
de um mês e os sub-períodos os dias pertencentes à primeira semana. Com essa estra-
tégia, as mudanças que porventura tiverem ocorrido durante o primeiro período podem
ser consideradas e tratadas pelo modelo na próxima “rolagem”. Neste caso, o estoque ini-
cial de produtos deve conter as quantidades produzidas em excesso no período anterior,
permitindo manter as decisões passadas do planejamento.
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Figura 10 – Horizonte rolante
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3 Modelo Bi-integrado na Indústria de Papel
Neste capítulo, apresentaremos, na Seção 3.1, o processo de produção de papel,
constituído pelas fases de fabricação de jumbos, bobinas e formatos. Em seguida, na
Seção 3.2, abordaremos quatro estratégias para modelagem de tal processo, incluindo a
que propomos nesse trabalho, que integra as três fases de produção.
3.1 Processo de Produção de Papel
Antes de detalhar o processo produtivo da indústria de papel, definiremos alguns
termos e características relacionados aos produtos desse setor industrial. Começamos com
o termo gramatura, que nada mais é do que a densidade de área do papel, geralmente
medida em 𝑔/𝑚2 e é usada para definir o tipo de papel utilizado.
Os produtos finais considerados nesse trabalho são: jumbos, bobinas e formatos
de papel, conforme ilustrado na Figura 11. Jumbos são grandes rolos provenientes da pasta
de celulose enrolada em torno de um eixo; bobinas são os produtos do corte longitudinal
desses jumbos; formato é a nomenclatura utilizada na indústria de papel para designar
qualquer tipo de folha, como A3, A4, carta e ofício, por exemplo, e é obtido por meio de
cortes longitudinais e transversais das bobinas. Todos esses tipos de produtos possuem
uma determinada espessura, que corresponde à distância entre as duas faces do papel.
O objetivo do processo é atender a demanda do cliente em relação às características do
papel (gramatura e dimensões) para cada tipo de produto, minimizando os custos totais
do processo.
Figura 11 – Tipos de produto
No Apêndice A, há uma lista de fórmulas úteis para o cálculo de algumas grande-
zas dos produtos, tais como, volume, peso e comprimento de papel. Essas fórmulas serão
utilizadas na modelagem matemática do processo.
Conforme descrito na Introdução, nesse trabalho, consideramos três fases: pro-
dução de jumbos, bobinas e formatos. A Figura 12 representa o fluxo desse processo. A
coluna do meio ilustra o processamento feito em cada fase e é a principal para entender
este esquema; a primeira coluna simboliza o estoque de cada um dos três tipos de produtos
e a terceira os produtos entregues ao cliente. Temos, portanto, que o jumbo é fabricado
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na Fase 1 e pode ter três destinos: entregue ao cliente, destinado à estoque ou servir como
entrada para a fase seguinte do processo. Nesta segunda fase, eles são cortados unidimen-
sionalmente em bobinas, que, por sua vez, também podem ter três destinos: entregues ao
cliente, estocadas ou servir de entrada para a terceira e última fase do processo. Nesta
fase, as bobinas são cortadas bidimensionalmente em formatos, que, finalmente, podem
ser imediatamente entregues ao cliente ou armazenados no estoque.
Figura 12 – Processo de produção de jumbos, bobinas e formatos
3.1.1 Produção de Jumbos
A primeira fase, de fabricação de jumbos, constitui um problema de dimensiona-
mento de lotes, em que as quantidades a serem fabricadas em cada período do horizonte
de planejamento devem ser decididas, de modo a atender a demanda de jumbos da fase
atual e de bobinas e formatos das fases seguintes, minimizando os custos de produção,
estoque e preparação de máquina. Este último é caracterizado pelo tempo que a máquina
perde na mudança de uma gramatura para outra. Problemas de dimensionamento de lotes
foram introduzidos na Seção 2.1.
A fim de tornar o modelo proposto neste trabalho generalista, consideramos a
possibilidade de haver demanda de jumbos a ser entregue ao cliente. No caso de inexis-
tência dessa condição, basta considerar essa demanda como sendo zero, sem nenhuma
alteração no restante da formulação.
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3.1.2 Produção de Bobinas
A segunda fase consiste em fazer cortes longitudinais nos jumbos enquanto eles
são rebobinados em máquinas conhecidas como rebobinadeiras, para obter as bobinas.
Essas bobinas podem ser tanto o produto final requerido pelo cliente quanto um produto
intermediário necessário para a fabricação de formatos. Em um primeiro momento, o ob-
jetivo é minimizar o desperdício de papel no modo como são feitos os cortes. Ao mesmo
tempo, as quantidades de bobinas a serem cortadas em cada período do horizonte de pla-
nejamento devem ser decididas, de modo a atender a demanda de bobinas da fase atual e
de formatos da fase seguinte, minimizando os custos de estoque e preparação de máquina.
Por isso, nesta fase identificamos tanto um problema de corte de estoque, introduzido na
Seção 2.2, como também um problema de dimensionamento de lotes, similar ao encon-
trado na fase anterior, e que foi explicado na Seção 2.1. O preparação de máquina, nesta
fase, é caracterizado pelo tempo que a máquina perde em decorrência da mudança no
posicionamento das facas de um padrão para o outro.
3.1.3 Produção de Formatos
A terceira e última fase é o corte de bobinas em formatos em máquinas conhecidas
como cortadeiras, por meio de cortes longitudinais e transversais nas bobinas sendo de-
senroladas. Em um primeiro momento, queremos determinar a maneira como as bobinas
devem ser cortadas em formatos demandados, de forma a minimizar o desperdício de pa-
pel, o que faz com que tratemos esse problema como um de corte de estoque bidimensional,
introduzido na Seção 2.2. Por outro lado, como inserimos também elementos como custo
de estoque e preparação e capacidade das cortadeiras, temos alguns elementos típicos de
problemas de dimensionamento de lotes, abordados na Seção 2.1. A preparação, nesta
fase, é caracterizada pelo tempo que a máquina perde com a mudança no posicionamento
das facas, nas direções longitudinais e transversais.
3.2 Estratégias de Modelagem Matemática do Processo de Produ-
ção de Papel
O processo descrito na Seção 3.1 pode ser modelado segundo quatro estratégias,
ilustradas pela Figura 13. A primeira delas, referenciada por 1-2-3, consiste em considerar
cada fase do processo de maneira isolada e sequencial. A segunda estratégia, referenciada
por (1+2)-3, consiste em integrar as Fases de produção 1 e 2 e resolver a Fase 3 separa-
damente. A terceira, denotada por 1-(2+3), consiste em integrar as Fases 2 e 3 e resolver
a Fase 1 separadamente. A última estratégia, denotada por (1+2+3), é a que propomos
nesse trabalho, e consiste em considerar as três fases de maneira integrada. Nas próximas
Capítulo 3. Modelo Bi-integrado na Indústria de Papel 39
seções desse capítulo abordaremos as modelagens matemáticas resultantes de cada uma
dessas quatro estratégias.
Figura 13 – Estratégias de modelagem do processo de produção de papel
Nas apresentações das estratégias de modelagem, diferenciaremos os parâmetros
e variáveis entre as três fases acrescentando um índice correspondente. Por exemplo, te-
remos os parâmetros 𝑐1, 𝑐2 e 𝑐3 para designar os custos de produção das Fases 1, 2 e 3,
respectivamente.
Na modelagem matemática das quatro estratégias, consideramos duas simplifica-
ções no processo. A primeira é que todos os tipos de jumbos e bobinas possuem o mesmo
diâmetro e a segunda é que os três tipos de produtos têm uma única espessura.
3.2.1 Modelagem Matemática segundo a Estratégia 1-2-3
Essa estratégia consiste em considerar cada fase do processo de maneira isolada,
conforme ilustrado na Figura 14. Nela, podemos observar o fluxo de produção na Figura
14a, seguindo a sequência já descrita do processo, e o fluxo de solução na Figura 14b,
seguindo o sentido inverso. Ou seja, resolvemos a Fase 3, de produção de formatos, e
calculamos a quantidade de bobinas resultantes, 𝛿2. Incrementamos a demanda em carteira
de bobinas com esse valor extra e resolvemos a Fase 2. Para a solução obtida, calculamos
a quantidade de jumbos necessários, denotada por 𝛿1, e incrementamos à quantidade em
carteira desse tipo de produto. Finalmente, resolvemos a Fase 1.
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(a) Fluxo de produção segundo estratégia 1-2-3
(b) Fluxo de solução segundo estratégia 1-2-3
Figura 14 – Estratégia 1-2-3
A seguir, formularemos os modelos de cada uma das três fases, seguindo essa
ordem de solução.
3.2.1.1 Fase 3: Produção de Formatos
De acordo com a explicação dada na Seção 3.1.3, a terceira fase do processo,
produção de formatos, será modelada com base no modelo matemático de corte de estoque
(2.4), com alguns aspectos do modelo de dimensionamento de lotes (2.1.1.4), a saber,
capacidade e preparação de máquina. O objetivo aqui é encontrar a melhor forma de
cortar as bobinas em formatos em cada um dos sub-períodos em que o primeiro período
foi dividido, utilizando a técnica de horizonte de planejamento rolante, que foi abordada
na Seção 2.3.
Sejam os seguintes índices, parâmetros e variáveis:
3.2.1.1.1 Índices
∙ 𝑘: gramatura de papel; varia em 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, sendo 𝐾 o total de gramaturas;
∙ 𝑚3: tipo de cortadeira; varia em 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, sendo 𝑀3 o número de diferentes
cortadeiras (máquinas de produção de formatos);
∙ 𝜏 : sub-período dentro do primeiro período; varia em 𝜏 = 1, . . . ,Θ, sendo Θ o total
de sub-períodos em que o primeiro período foi dividido;
Capítulo 3. Modelo Bi-integrado na Indústria de Papel 41
∙ 𝑖2: tipo de bobina, caracterizado pelas dimensões (𝑙𝑖2 de comprimento e 𝑤𝑖2 de
largura correspondente (ver Apêndice A)); varia em 𝑖2 = 1, . . . , 𝑁𝑓 2, sendo 𝑁𝑓 2 o
número de tipos de bobinas demandadas;
∙ 𝑖3: tipo de formato, caracterizado pelas dimensões (𝑙𝑖3 de comprimento e 𝑤𝑖3 de
largura); varia em 𝑖3 = 1, . . . , 𝑁𝑓 3, sendo 𝑁𝑓 3 o número de tipos de formatos
demandados;
∙ 𝑗3: padrão de corte bidimensional; varia em 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 , sendo 𝑁𝑖2 o número de
padrões para as bobinas do tipo 𝑖2;
∙ {1, . . . , 𝑁𝑓 3} = 𝑆3(1) ∪ 𝑆3(2) ∪ . . . ∪ 𝑆3(𝐾), sendo 𝑆3(𝑘)={𝑖3 tal que o item 𝑖3 é de
gramatura 𝑘};
∙ {1, . . . , 𝑁𝑓 2} = 𝑆2(1) ∪ 𝑆2(2) ∪ . . . ∪ 𝑆2(𝐾), sendo 𝑆2(𝑘)={𝑖2 tal que a bobina 𝑖2 é
de gramatura 𝑘}.
3.2.1.1.2 Parâmetros
∙ 𝑐3𝑘,𝜏 : custo da perda de papel de gramatura 𝑘 durante o processo de corte de bobinas
no sub-período 𝜏 , por unidades de área;
∙ 𝑝𝑗33𝑖2 : perda de papel no corte da bobina do tipo 𝑖2 segundo o padrão de corte 𝑗3;
calculada por 𝑝𝑗33𝑖2 = 𝑙𝑖2𝑤𝑖2 −
∑︀𝐾
𝑘=1
∑︀
𝑖3∈𝑆3(𝑘) 𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑖2 𝑙𝑖3𝑤𝑖3 ;
∙ 𝑠𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 : custo de preparação para corte da bobina do tipo 𝑖2 na máquina 𝑚3 no
sub-período 𝜏 segundo o padrão de corte 𝑗3;
∙ ℎ3𝑖3,𝜏 : custo/kg de estocar formatos do tipo 𝑖3 no sub-período 𝜏 ;
∙ 𝑏3𝑖3 : peso do formato do tipo 𝑖3;
∙ 𝑑3𝑖3,𝜏 : demanda de formatos do tipo 𝑖3 no sub-período 𝜏 ;
∙ 𝑓 𝑗33𝑖2,𝑚3 : tempo gasto para cortar uma bobina do tipo 𝑖2 na máquina 𝑚3 segundo o
padrão de corte 𝑗3;
∙ 𝑔𝑗33𝑖2,𝑚3 : tempo de preparação para cortar bobinas do tipo 𝑖2 na máquina 𝑚3 segundo
o padrão de corte 𝑗3;
∙ 𝐶3𝜏 : tempo disponível para corte de bobinas no sub-período 𝜏 ;
∙ 𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2 : quantidade de itens do tipo 𝑖3 cortada na bobina do tipo 𝑖2 segundo o padrão
de corte 𝑗3;
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3.2.1.1.3 Variáveis de Decisão
∙ 𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 : quantidade de bobinas 𝑖2 cortadas segundo o padrão de corte (guilhotinado
dois estágios) 𝑗3 na cortadeira 𝑚3 no sub-período 𝜏 ;
∙ 𝑧𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 : variáveis binárias que indicam se a bobina do tipo 𝑖2 foi cortada ou não na
máquina 𝑚3, no sub-período 𝜏 , segundo o padrão de corte de corte 𝑗3;
∙ 𝑒3𝑖3,𝜏 : quantidade de formatos de tipo 𝑖3 em estoque no final do sub-período 𝜏 .
O modelo matemático que representa essa terceira fase do processo de produção
de papel é dado por:
3.2.1.1.4 Modelo Matemático
minimizar
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑠
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 )+
+
Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (3.1a)
sujeito a
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.1b)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑓 𝑗33𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑔
𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ) ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.1c)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝑄𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 , 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.1d)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ∈ {0, 1}, 𝑒3𝑖3,0 = 0,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3,
𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 . (3.1e)
A função objetivo (3.1a) minimiza os custos de desperdício de material, prepara-
ção de máquina e estoque de formatos. A Restrição (3.1b) é de atendimento à demanda
de formatos. A Restrição (3.1c) garante que a capacidade das cortadeiras não seja ul-
trapassada em cada um dos sub-períodos. A Restrição (3.1d) faz com que as variáveis
binárias de preparação assumam o valor 1 quando há corte de bobinas na máquina 𝑚3 e
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0, caso contrário. Finalmente, a Restrição (3.1e) restringe as variáveis 𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 e 𝑒3𝑖3,𝜏 a
valores inteiros e não negativos e as variáveis 𝑧𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 a valores binários. O estoque inicial
de formatos também é considerado nulo. Nesta formulação, estamos considerando que há
um estoque ilimitado de bobinas. Além disso, os padrões de corte considerados nessa fase
são do tipo guilhotinado dois estágios.
Após a resolução deste modelo, identificamos a quantidade de bobinas necessárias
para suprir essa fase, 𝛿2𝑖2,1 , por meio da relação:
𝛿2𝑖2,1 =
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
Θ∑︁
𝜏=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑖2 = 1, . . . , 𝑁𝑓 2. (3.2)
Esta relação fornecerá um vetor com as quantidades, de cada tipo de bobina 𝑖2,
que devem ser fornecidas no decorrer do primeiro período, para que possa abastecer todos
os sub-períodos.
3.2.1.2 Fase 2: Produção de Bobinas
Conforme descrito na Seção 3.1.2, a segunda fase do processo, produção de bobi-
nas, será modelada como uma mistura dos modelos de dimensionamento de lotes (2.1.1.4)
e de corte de estoque (2.4), já que precisamos decidir quanto e quando cortar os jumbos
ao longo do horizonte de planejamento para suprir a demanda de bobinas para a fase
atual e próxima.
Sejam os seguintes índices, parâmetros e variáveis:
3.2.1.2.1 Índices
∙ 𝑘: gramatura de papel; varia em 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, sendo 𝐾 o total de diferentes gra-
maturas;
∙ 𝑚1: tipo de máquina de produção de jumbos; varia em 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, sendo 𝑀1 o
total de máquinas disponíveis; a máquina tipo 𝑚1 produz jumbos de comprimento
𝐿𝑚1 ;
∙ 𝑚2: tipo de rebobinadeira; varia em 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, sendo 𝑀2 o total de rebobina-
deiras (máquinas de produção de bobinas);
∙ 𝑡: período do horizonte de planejamento; varia em 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , sendo 𝑇 o total de
períodos;
∙ 𝑖2: tipo de bobina, caracterizado pelas dimensões (𝑙𝑖2 de comprimento e 𝑤𝑖2 de
largura correspondente (ver Apêndice A)); varia em 𝑖2 = 1, . . . , 𝑁𝑓 2, sendo 𝑁𝑓 2 o
número de tipos de bobinas demandadas;
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∙ 𝑗2 padrão de corte unidimensional; varia em 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 , sendo 𝑁𝑚1 o número
de padrões de corte para os jumbos produzidos na máquina do tipo 𝑚1;
∙ {1, . . . , 𝑁𝑓 2} = 𝑆2(1) ∪ 𝑆2(2) ∪ . . . ∪ 𝑆2(𝐾), sendo 𝑆2(𝑘)={𝑖2 tal que a bobina 𝑖2 é
de gramatura 𝑘}.
3.2.1.2.2 Parâmetros
∙ 𝑐2𝑘,𝑡 : custo de perda de papel de gramatura 𝑘 durante o processo de corte de jumbos,
no período 𝑡, por unidades de comprimento;
∙ 𝑝𝑗22𝑚1 : perda de papel no corte do jumbo produzido na máquina 𝑚1 segundo o padrão
de corte 𝑗2; calculada por 𝑝𝑗22𝑚1 = 𝐿𝑚1 −
∑︀𝐾
𝑘=1
∑︀
𝑖2∈𝑆2(𝑘) 𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 𝑙𝑖2 ;
∙ 𝑠𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 : custo de preparação para o corte de jumbos de gramatura 𝑘 produzido
na rebobinadeira 𝑚2 no período 𝑡 segundo o padrão de corte 𝑗2;
∙ ℎ2𝑖2,𝑡 : custo/kg de estocar bobinas do tipo 𝑖2 no final do período 𝑡;
∙ 𝑏2𝑖2 : peso da bobina do tipo 𝑖2;
∙ 𝑑2𝑖2,𝑡 : demanda de bobinas do tipo 𝑖2 para serem entregues como produto final no
período 𝑡;
∙ 𝛿2𝑖2,𝑡 : demanda extra de bobinas do tipo 𝑖2 no período 𝑡 que serão convertidas em
formatos; consideramos que 𝛿2𝑖2,𝑡 = 𝛿2𝑖2,1 , para 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 (𝛿2𝑖2,1 calculado pela
Equação (3.2));
∙ 𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2 : tempo gasto para cortar um jumbo de gramatura 𝑘, produzido na máquina
𝑚1, na rebobinadeira 𝑚2, segundo o padrão de corte 𝑗2;
∙ 𝑔𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2 : tempo de preparação para cortar jumbos de gramatura 𝑘, produzidos na
máquina 𝑚1, na rebobinadeira 𝑚2, segundo o padrão de corte 𝑗2;
∙ 𝐶2𝑡 : tempo disponível para corte de jumbos no período 𝑡;
∙ 𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 : quantidade de itens do tipo 𝑖2 cortados no jumbo produzido na máquina 𝑚1
segundo o padrão de corte 𝑗2.
3.2.1.2.3 Variáveis de Decisão
∙ 𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 : quantidade de jumbos de gramatura 𝑘 produzidos na máquina do tipo
𝑚1, que são cortados unidimensionalmente na rebobinadeira do tipo 𝑚2 no período
𝑡 usando o padrão de corte 𝑗2;
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∙ 𝑧𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 : variáveis binárias que indicam se houve ou não corte de jumbo de grama-
tura 𝑘 produzido na máquina do tipo 𝑚1 na rebobinadeira do tipo 𝑚2 no período 𝑡
usando o padrão de corte 𝑗2;
∙ 𝑒2𝑖2,𝑡 : quantidade de bobinas do tipo 𝑖2 estocadas no final do período 𝑡.
O modelo matemático que representa essa segunda fase do processo de produção
de papel é o seguinte:
3.2.1.2.4 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑐2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑠𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
)+
+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡 (3.3a)
sujeito a
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = 𝑑2𝑖2,𝑡 + 𝛿2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.3b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑔𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
) ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.3c)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝑄𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.3d)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
∈ {0, 1}, 𝑒2𝑖2,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 . (3.3e)
A função objetivo (3.3a) minimiza os custos de desperdício de material, prepara-
ção de máquina e estoque de bobinas, este último calculado de acordo com sua massa. A
Restrição (3.3b) é de atendimento à demanda de bobinas. É necessário que seja atendida
não apenas a demanda de bobinas como produtos finais, mas também a demanda extra
que será convertida em formatos. Como só temos a informação de demanda de formatos
para o primeiro período, consideramos que a demanda extra de bobinas a ser atendida
nesse período vale para os demais. A Restrição (3.3c) garante que a capacidade das rebo-
binadeiras não seja ultrapassada em cada um dos períodos do horizonte de planejamento.
A Restrição (3.3d) faz com que as variáveis binárias de preparação de máquina recebam
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valor 1 quando há corte no período e 0, caso contrário. Finalmente, a Restrição (3.3e)
restringe as variáveis 𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 e 𝑒2𝑖2,𝑡 a valores inteiros e não negativos e as variáveis
𝑧𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 a valores binários e considera o estoque inicial de bobinas nulo. Observe que,
nesta formulação, estamos considerando que há um estoque ilimitado de jumbos.
Após a resolução desse modelo (conforme descrito no Capítulo 4), podemos cal-
cular a quantidade de jumbos 𝛿1𝑘,𝑚1,𝑡 necessários para suprir essa fase por meio da relação:
𝛿1𝑘,𝑚1,𝑡 =
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇. (3.4)
Esta relação vai nos fornecer um vetor com as quantidades, para cada tipo de
jumbo de gramatura 𝑘 e largura 𝐿𝑚1 , que devem ser fornecidos em cada período 𝑡, de
modo a abastecer a solução obtida nessa fase.
3.2.1.3 Fase 1: Produção de Jumbos
Como explicado em (3.1.1), a primeira fase do processo é a produção de jumbos
e será modelada como um problema de dimensionamento de lotes, muito semelhante
ao modelo genérico apresentado em (2.1.1.4). Sejam os seguintes índices, parâmetros e
variáveis:
3.2.1.3.1 Índices
∙ 𝑘: gramatura de papel; varia em 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, sendo 𝐾 o total de diferentes gra-
maturas;
∙ 𝑚1: tipo de máquina de produção de jumbos; varia em 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, sendo 𝑀1
o total de tipos de máquinas; cada máquina produz jumbos de comprimento 𝐿𝑚1 ;
∙ 𝑡: período do horizonte de planejamento; varia em 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , sendo 𝑇 o total de
períodos.
3.2.1.3.2 Parâmetros
∙ 𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡 : custo de produção do jumbo de gramatura 𝑘 na máquina 𝑚1 no período 𝑡,
por unidades de peso;
∙ 𝑠1𝑘,𝑚1,𝑡 : custo de preparação para produzir jumbos de gramatura 𝑘 na máquina 𝑚1
no período 𝑡;
∙ ℎ1𝑘,𝑡 : custo/kg de estocar jumbos de gramatura 𝑘 no final do período 𝑡, por unidades
de peso;
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∙ 𝐿𝑚1 : comprimento do jumbo produzido pela máquina 𝑚1;
∙ 𝑏1𝑘,𝑚1 : peso do jumbo de gramatura 𝑘 produzido na máquina 𝑚1;
∙ 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 : demanda de jumbos de gramatura 𝑘 e comprimento 𝐿𝑚1 para serem entre-
gues como produto final no período 𝑡;
∙ 𝛿1𝑘,𝑚1,𝑡 : demanda extra de jumbos de gramatura 𝑘 e produzido na máquina do tipo
𝑚1 no período 𝑡, que serão convertidos em bobinas (calculado pela Equação (3.2));
∙ 𝑓1𝑘,𝑚1 : tempo gasto para produzir um jumbo de gramatura 𝑘 na máquina do tipo
𝑚1;
∙ 𝑔1𝑘,𝑚1 : tempo de preparação para produzir um jumbo de gramatura 𝑘 na máquina
do tipo 𝑚1;
∙ 𝐶1𝑡 : tempo disponível para produção de jumbos no período 𝑡;
3.2.1.3.3 Variáveis de Decisão
∙ 𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 : quantidade de jumbos de gramatura 𝑘 produzidos na máquina do tipo 𝑚1
no período 𝑡;
∙ 𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 : variáveis binárias que indicam se houve ou não produção do jumbo de gra-
matura 𝑘 na máquina do tipo 𝑚1 no período 𝑡;
∙ 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 : quantidade de jumbos de gramatura 𝑘 produzidos na máquina do tipo 𝑚1
estocados no final do período 𝑡.
O modelo matemático que representa essa fase do processo de produção de papel
é o seguinte:
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3.2.1.3.4 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑠1𝑘,𝑚1,𝑡𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡) (3.5a)
sujeito a
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝛿1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾,
𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.5b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑓1𝑘,𝑚1𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑔1𝑘,𝑚1𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡) ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.5c)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 ≤ 𝑄𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.5d)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0 e inteiros , 𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 ∈ {0, 1}, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇. (3.5e)
A função objetivo (3.5a) minimiza os custos de produção, preparação de máquina
e estoque de jumbos, este último calculado de acordo com sua massa. A Restrição (3.5b)
é de atendimento à demanda total de jumbos, composta pelas quantidades a serem en-
tregues como produto final e também pela demanda extra para abastecer a Fase 2. A
Restrição (3.5c) garante que a capacidade das máquinas não seja ultrapassada em cada
um dos períodos do horizonte de planejamento. A Restrição (3.5d) faz com que as variá-
veis binárias de preparação de máquina recebam valor 1 quando há corte no período 𝑡 e
0, caso contrário. Finalmente, a Restrição (3.5e) restringe as variáveis 𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 e 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 a
valores inteiros não negativos e as variáveis 𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 a valores binários e considera o estoque
inicial de jumbos nulo.
Com esta fase, terminamos de modelar o processo produtivo segundo a estratégia
1-2-3.
3.2.2 Modelagem Matemática segundo a Estratégia (1+2)-3
Essa estratégia consiste em integrar as Fases 1 e 2 do processo, conforme ilustrado
na Figura 15. Nela, podemos observar o fluxo de produção na Figura 15a, seguindo a
sequência convencional, e o fluxo de solução na Figura 15b, seguindo o sentido inverso.
Ou seja, resolvemos a Fase 3, de produção de formatos, e calculamos a quantidade de
bobinas resultantes, 𝛿2. Incrementamos a demanda em carteira de bobinas com esse valor
extra e resolvemos as Fases 1 e 2 integradas.
O modelo matemático para a Fase 3 é o mesmo descrito na Seção 3.2.1.1. Na
sequência, descreveremos a formulação para as Fases 1 e 2 integradas.
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(a) Fluxo de produção segundo a estratégia (1+2)-3
(b) Fluxo de solução segundo a estratégia (1+2)-3
Figura 15 – Estratégia (1+2)-3
3.2.2.1 Fases 1 e 2: Produção Integrada de Jumbos e Bobinas
Para que as Fases 1 e 2 possam ser consideradas em um único modelo matemático,
é necessário inserir a seguinte restrição que as integre:
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 +
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇. (3.6a)
Nela, fazemos com que a quantidade de jumbos disponível em cada período do
horizonte de planejamento na Fase 1, 𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 , atenda a demanda
de jumbos a serem entregues para o cliente na Fase 1, 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 , mais a quantidade de
jumbos que devem ser cortados em bobinas na Fase 2, ∑︀𝑀2𝑚2=1∑︀𝑁𝑚1𝑗2=1 𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , para cada
gramatura 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, tipo de máquina 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1 e em cada período do horizonte
de planejamento, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 . Nessa formulação, portanto, não necessitamos calcular o
parâmetro 𝛿1, uma vez que as quantidades a serem produzidas de jumbos são obtidas
diretamente pelos valores da variável 𝑦2 para cada período.
Sejam os índices, parâmetros e variáveis descritos nas Seções 3.2.1.2.4 e 3.2.1.2.
O modelo matemático resultante das Fases 1 e 2 integradas é formulado como segue:
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3.2.2.1.1 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑠1𝑘,𝑚1,𝑡𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡)+ (3.7a)
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑐2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑠𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
)+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (3.7b)
sujeito a
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 +
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7c)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑓1𝑘,𝑚1𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑔1𝑘,𝑚1𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡) ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7d)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 ≤ 𝑄𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7e)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = 𝑑2𝑖2,𝑡 + 𝛿2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7f)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑔𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
) ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7g)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝑄𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.7h)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 ∈ {0, 1}, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.7i)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
∈ {0, 1}, 𝑒2𝑖2,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.7j)
Os termos (3.7a) e (3.7b), da função objetivo, são referentes aos custos das Fases
1 e 2, respectivamente. As Restrições (3.7c), (3.7d) e (3.7e) são de atendimento à demanda
de jumbos, capacidade de máquina e preparação, respectivamente, para a Fase 1. Já as
Restrições (3.7f), (3.7g) e (3.7h) são as de atendimento à demanda, capacidade de máquina
e preparação, para a Fase 3. Por fim, as Restrições (3.7i) e (3.7j) são de integralidade e
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não negatividade das variáveis de produção e estoque, de binaridade das variáveis de
preparação e de estoque zero, referentes às Fases 1 e 2.
3.2.3 Modelagem Matemática segundo Estratégia 1-(2+3)
Essa estratégia consiste em integrar as Fases 2 e 3 do processo, conforme ilustrado
na Figura 16. Nela, podemos observar o fluxo de produção na Figura 16a, seguindo a
sequência convencional, e o fluxo de solução na Figura 16b, seguindo o sentido inverso. Ou
seja, resolvemos as Fases 2 e 3 integradas e calculamos a quantidade de jumbos resultantes,
𝛿1, que precisa ser fornecida. Incrementamos a demanda em carteira de jumbos com esse
valor extra e resolvemos a Fase 1.
(a) Fluxo de produção segundo a estratégia 1-(2+3)
(b) Fluxo de solução segundo a estratégia 1-(2+3)
Figura 16 – Estratégia 1-(2+3)
O modelo matemático para as Fases 2 e 3 integradas é descrito a seguir.
3.2.3.1 Fases 2 e 3: Produção Integrada de Bobinas e Formatos
Para que as Fases 2 e 3 possam ser integradas em um único modelo matemático,
é necessário inserir as restrições de integração. Para o primeiro período, conseguimos
expressar a quantidade extra de bobinas a ser produzida para atender a Fase 3 por meio
de uma expressão envolvendo a variável 𝑦3, conforme mostrado pela Restrição (3.8a).
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,1
− 𝑒2𝑖2,1 = 𝑑2𝑖2,1 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾. (3.8a)
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Nestra restrição, impomos que a quantidade de bobinas disponível no primeiro
período da Fase 2, ∑︀𝑀1𝑚1=1∑︀𝑀2𝑚2=1∑︀𝑁𝑚1𝑗2=1 𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,1 − 𝑒2𝑖2,1 , deve atender a demanda
de bobinas a ser entregue para o cliente no primeiro período da Fase 2, 𝑑2𝑖2,1 , mais a quan-
tidade de bobinas que deve ser cortada em formatos na Fase 3,∑︀Θ𝜏=1∑︀𝑀3𝑚3=1∑︀𝑁𝑖2𝑗3=1 𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
para cada tipo de bobina 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘).
Para os demais períodos da Fase 2, também temos que produzir bobinas além
da demanda a ser entregue ao cliente. Neste caso, dado que só temos informação sobre
demanda de formatos para o primeiro período, como podemos calcular a demanda extra de
bobinas a ser fornecida para os períodos posteriores? O critério que adotamos é empírico:
utilizamos o 𝛿𝑖2,1, calculado pela Expressão (3.2) após resolver o modelo (3.2.1.1.4) da Fase
3, e consideramos que o aumento proporcional na quantidade de bobinas a ser fornecida
para os períodos posteriores, denominado por 𝛼 e expresso em (3.9), será equivalente ao
obtido para o primeiro período.
𝛼𝑖2 =
𝑑2𝑖2,1 + 𝛿𝑖2,1
𝑑2𝑖2,1
− 1, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾. (3.9)
Com o incremento 𝛼 calculado, basta aplicá-lo para os períodos posteriores ao
primeiro, na restrição de atendimento à demanda, ou seja:
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡 = (1 + 𝛼𝑖2)𝑑2𝑖2,𝑡 ,
𝑡 = 2, . . . , 𝑇, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾. (3.10a)
Com as Restrições (3.8a) e (3.10a) definidas, podemos modelar as Fases 2 e 3
integradas.
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2 e 3.2.1.1. O
modelo matemático resultante é expresso a seguir:
3.2.3.1.1 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑐2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑠𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
)+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (3.11a)
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑠
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 )+
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Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (3.11b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,1
− 𝑒2𝑖2,1 = 𝑑2𝑖2,1 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾; (3.11c)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = (1 + 𝛼)𝑑2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 ; (3.11d)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑔𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
) ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.11e)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝑄𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.11f)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.11g)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑓 𝑗33𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑔
𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ) ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.11h)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝑄𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 , 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.11i)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
∈ {0, 1}, 𝑒2𝑖2,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.11j)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ∈ {0, 1}, 𝑒3𝑖3,0 = 0;
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3,
𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 . (3.11k)
Os termos (3.11a) e (3.11b), da função objetivo, são referentes aos custos de perda
de material, preparação e estoque das Fases 2 e 3, respectivamente. As Restrições (3.11c)
e (3.11d) são de atendimento à demanda de bobinas. As Restrições (3.11e) e (3.11f) são
de capacidade de máquina e de preparação da Fase 2. Já as Restrições (3.11g), (3.11h)
e (3.11i) são as de atendimento à demanda, capacidade de máquina e de preparação da
Fase 3. Por fim, (3.11j) e (3.11k) são as Restrições de integralidade e não negatividade
das variáveis de produção e estoque e de binaridade das de preparação, referentes à cada
uma das fases. Além disso, o estoque inicial é considerado nulo nas Fases 2 e 3.
Após resolver o modelo (3.11), calculamos a quantidade de jumbos que deve ser
suprida pela Equação (3.4) e resolvemos a Fase 1, conforme modelo exposto na Seção
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3.2.1.2.4.
3.2.4 Modelagem Matemática segundo a Estratégia (1+2+3)
Essa estratégia consiste em integrar as três fases de produção de papel, conforme
ilustrado na Figura 17, e é ela que propomos nesse trabalho.
(a) Fluxo de produção segundo a estratégia (1+2+3)
(b) Fluxo de solução segundo a estratégia (1+2+3)
Figura 17 – Estratégia (1+2+3)
3.2.4.1 Fases 1, 2 e 3: Produção Bi-Integrada de Jumbos, Bobinas e Formatos
O modelo matemático que integra as três fases de produção de papel é composto
pelos modelos integrados das estratégias (1+2)-3 e 1-(2+3). Como estamos integrando
dois modelos que já são integrados, batizamos esse novo modelo por bi-integrado.
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2.4, 3.2.1.2 e
3.2.1.1, e o incremento de bobinas 𝛼𝑖2 definido na Equação (3.9). O modelo matemático
bi-integrado é descrito na sequência.
3.2.4.1.1 Modelo Matemático
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑠1𝑘,𝑚1,𝑡𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡)+ (3.12a)
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑐2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑠𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
)+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (3.12b)
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Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑠
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 )+
Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (3.12c)
sujeito a
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 +
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.12d)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑓1𝑘,𝑚1𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑔1𝑘,𝑚1𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡) ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.12e)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 ≤ 𝑄𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.12f)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,1
− 𝑒2𝑖2,1 = 𝑑2𝑖2,1 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾; (3.12g)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = (1 + 𝛼𝑖2)𝑑2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 ; (3.12h)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑔𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
) ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.12i)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝑄𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.12j)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.12k)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑓 𝑗33𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑔
𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ) ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.12l)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝑄𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 , 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (3.12m)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧1𝑘,𝑚1,𝑡 ∈ {0, 1}, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (3.12n)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
∈ {0, 1}, 𝑒2𝑖2,0 = 0
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ; (3.12o)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0 e inteiros, 𝑧
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ∈ {0, 1}, 𝑒3𝑖3,0 = 0;
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𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3,
𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 . (3.12p)
Os termos (3.12a), (3.12b) e (3.12c), da função objetivo, são referentes aos custos
de produção, preparação, estoque e perda de material, das Fases 1, 2 e 3. As Restrições
(3.12d), (3.12e) e (3.12f) são de atendimento à demanda, capacidade de máquina e prepa-
ração da Fase 1. As Restrições (3.12g) e (3.12h) são de atendimento à demanda de bobinas.
As Restrições (3.12i) e (3.12j) são de capacidade de máquina e preparação da Fase 2. As
Restrições (3.12k), (3.12l) e (3.12m) são as de atendimento à demanda, capacidade de
máquina e preparação da Fase 3. Por fim, (3.12n), (3.12o) e (3.12p) são as restrições de
integralidade e não negatividade das variáveis de produção e estoque e de binaridade das
variáveis de preparação, referentes à cada uma das três fases. Os estoques iniciais das três
fases são considerados nulos, de de acordo com estas três últimas restrições.
Finalizamos aqui a apresentação das modelagens matemáticas das quatro estra-
tégias para o processo de produção de papel.
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4 Método de Solução
Para resolver os modelos matemáticos segundo as estratégias apresentadas no
Capítulo 3, nos deparamos com algumas dificuldades que nos impedem de encontrar as
soluções ótimas para instâncias de dimensões significativas. Dessa forma, propomos um
método heurístico de solução que apresentaremos neste capítulo. Nos concentraremos, em
um primeiro momento, na solução do modelo bi-integrado seguindo a estratégia (1+2+3),
mas ele pode ser facilmente adaptável para as outras estratégias, o que será feito posteri-
ormente.
A primeira dificuldade é a existência das variáveis binárias de preparação de
máquina nas três fases do processo produtivo. A estratégia adotada para contornar tal
dificuldade, descrita na Seção 2.1.2, foi não considerar explicitamente os custos e tempos
de preparação no modelo, mas acrescentá-los, de maneira empírica, nos custos e tempos
de produção.
As outras duas dificuldades se referem ao problema de corte de estoque e são as
mesmas detalhadas na Seção 2.2.2: a integralidade das variáveis e o grande número de
padrões de corte. Para tratá-las, a integralidade das variáveis é relaxada, ou seja, resolve-
mos o modelo matemático (3.12) sem essa imposição, obtendo um modelo matemático de
programação linear que denominaremos simplesmente por modelo matemático relaxado,
cujo valor da solução ótima é real, e depois aplicamos uma heurística de arredondamento
para determinar uma solução com valores inteiros. Já o imenso número de colunas pre-
sentes no modelo referentes aos padrões de corte é evitado utilizando a técnica de geração
de colunas, de forma similar a descrita na Seção 2.2.2.
Apresentamos o modelo matemático relaxado da estratégia (1+2+3) na Seção 4.1,
com base nas explicações acima. Este modelo será utilizado pela heurística para solução
do problema, que será explicada na Seção 4.2. Na Seção 4.3, descrevemos o algoritmo
para arredondamento da solução e obtenção das soluções inteiras. Por fim, na Seção 4.4,
apresentamos as mudanças necessárias para resolver o problema utilizando as outras três
estratégias.
4.1 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os seguintes parâmetros atualizados em relação aos apresentados no Capí-
tulo 3:
∙ 𝑐′1𝑘,𝑚1,𝑡 : custo de produção do jumbo de gramatura 𝑘 na máquina do tipo 𝑚1 no pe-
ríodo 𝑡, por unidades de peso, levando-se em conta o acréscimo devido à preparação
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de máquina;
∙ 𝑓 ′1𝑘,𝑚1 : tempo gasto para produzir um jumbo de gramatura 𝑘 na máquina do tipo
𝑚1, levando-se em conta o acréscimo devido à preparação de máquina;
∙ 𝑐′2𝑘,𝑡 : custo de perda de papel de gramatura 𝑘 durante o processo de corte, no pe-
ríodo 𝑡, por unidades de comprimento, levando-se em conta o acréscimo devido à
preparação de máquina;
∙ 𝑓 ′𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2 : tempo gasto para cortar um jumbo de gramatura 𝑘 produzido na máquina
do tipo 𝑚1 na rebobinadeira do tipo 𝑚2, segundo o padrão de corte 𝑗2, levando-se
em conta o acréscimo devido à preparação de máquina;
∙ 𝑐′3𝑘,𝜏 : custo por perda de papel de gramatura 𝑘 durante o processo de corte no
sub-período 𝜏 , por unidades de área, levando-se em conta o acréscimo devido à
preparação de máquina;
∙ 𝑓 ′𝑗33𝑖2,𝑚3 : tempo gasto para cortar uma bobina do tipo 𝑖2 de comprimento 𝑙2𝑖2 na
cortadeira do tipo𝑚3 segundo o padrão de corte 𝑗3, levando-se em conta o acréscimo
devido à preparação de máquina;
O modelo matemático bi-integrado relaxado resolvido pelo Método Simplex com
Geração de Colunas é o seguinte:
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐′1𝑘,𝑚1,𝑡𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡)+ (4.1a)
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (4.1b)
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (4.1c)
sujeito a
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 +
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ;
(4.1d)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑓
′
1𝑘,𝑚1
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.1e)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,1
− 𝑒2𝑖2,1 = 𝑑2𝑖2,1 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
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𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾;
(4.1f)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = (1 + 𝛼𝑖2)𝑑2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 ;
(4.1g)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.1h)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ;
(4.1i)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (4.1j)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ;
(4.1k)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0, 𝑒2𝑖2,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ;
(4.1l)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0, 𝑒3𝑖3,0 = 0; 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 .
(4.1m)
4.2 Método Heurístico de Solução
O fluxograma da Figura 18 esquematiza o método de resolução proposto. Ele está
dividido em três etapas: adaptações, problema mestre e geração de padrões de corte. A
etapa de adaptações serve para remover as variáveis de preparação e relaxar a integrali-
dade das variáveis, além de gerar os padrões de corte homogêneos para a Fase 2 (corte
unidimensional de jumbos em bobinas - Seção 3.2.1.2) e Fase 3 (corte bidimensional de
bobinas em formatos - Seção 3.2.1.1), como explicado na Definição 2.9. Com isso, temos o
problema mestre inicial, representado pelo modelo matemático relaxado (4.1), e podemos
passar para a Etapa 2, em que esse problema é resolvido e os valores das variáveis duais
ótimos passados para a Etapa 3, de geração de padrões de corte. Esta, por sua vez, é di-
vidida em duas partes, uma para gerar padrões de corte unidimensionais para os jumbos
e outra para gerar padrões de corte bidimensionais para as bobinas.
Na terceira etapa, resolvemos alguns subproblemas, um para cada combinação
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de gramatura, tipo de máquina e período, para obter os melhores padrões de corte uni-
dimensionais. Se o custo relativo da nova coluna do problema mestre referente a cada
padrão de corte gerado for negativo, a coluna é construída e inserida no problema mestre.
Em seguida, resolvemos vários subproblemas para obter os melhores padrões de corte bi-
dimensionais, um para cada combinação de sub-período e tipo de bobina. Novamente, se
o custo relativo da nova coluna para cada padrão gerado for negativo, ela é construída e
adicionada ao problema mestre. Se foi adicionada alguma nova coluna durante essa etapa
de subproblema, resolvemos novamente o problema mestre e recomeçamos uma nova ite-
ração do subproblema. Caso contrário, significa que a solução relaxada obtida não pode
mais ser melhorada. Resta, então, voltar para a etapa de adaptações para arredondá-la
para valores inteiros com auxílio de heurísticas. Esse método de solução é baseado no
Simplex com Geração de Colunas, explicado em detalhes na Seção 2.2.2.
Figura 18 – Fluxograma do método heurístico de solução
A seguir, descrevemos os passos de cada uma das três etapas do algoritmo do
método heurístico proposto para a resolução do modelo matemático bi-integrado:
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Etapa 1
Passo 1. Remova as variáveis de preparação de máquina.
Passo 2. Relaxe as restrições de integralidade das variáveis.
Passo 3. Gere os padrões de corte unidimensionais homogêneos para a Fase 2, para cada
tipo de jumbo de comprimento 𝐿𝑚1 e cada tipo de bobina de comprimento
𝑙𝑖2 , como explicado na Seção 2.2.2.1. Da forma similar, gere os padrões de
corte bidimensionais homogêneos para a Fase 3, para cada tipo de bobina de
dimensão 𝑙𝑖2 × 𝑤𝑖2 e cada tipo de formato de dimensão 𝑙𝑖3 × 𝑤𝑖3 , conforme
explicado na Seção 2.2.2.2. Com isso, calculamos os parâmetros 𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 e 𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑖2 ,
das Fases 2 e 3, respectivamente, e temos o problema mestre inicial construído.
Etapa 2
Passo 4. Resolva o problema mestre (4.1) por meio de um solver.
Etapa 3
Seja 𝜋 o vetor das variáveis duais, obtido da solução ótima do Passo 4.
Etapa 3.1 Para cada combinação entre 𝑘, 𝑚1 e 𝑡, resolva um subproblema para en-
contrar novos padrões de corte unidimensionais para a Fase 2:
Passo 5. Resolva o subproblema (4.2) para obter um novo padrão de corte unidi-
mensional:
maximizar∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐′2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2 + 𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+(𝑡−1)𝑁𝑓2+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))
)𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 (4.2a)
sujeito a∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 ≤ 𝐿𝑚1 , (4.2b)
𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 ≥ 0 e inteiros, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇,
(4.2c)
Passo 6. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a entrar no problema
mestre, correspondente ao padrão de corte gerado no Passo 5:
𝑐𝑗22𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑐
′
2𝑘,𝑡𝐿𝑚1 −
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 − 𝜋((𝑘−1)𝑀1𝑇+(𝑚1−1)𝑇+𝑡)−
− 𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+(𝑡−1)𝑁𝑓2+∑︀𝑘−1𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1−
−
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑇𝑁𝑓2+𝑡)𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
(4.3a)
Passo 7. Se 𝑐𝑗22𝑘,𝑚1,𝑡 < 0, insira a nova coluna correspondente a esse padrão de corte
no problema mestre.
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Etapa 3.2 Para cada combinação entre 𝜏 e 𝑖2, resolva um subproblema para encontrar
novos padrões de corte bidimensionais para a Fase 3:
Passo 8. Resolva o subproblema (4.4) usando o método detalhado na Seção 4.2.1,
para obter um novo padrão de corte bidimensional:
maximizar∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
(𝑐′3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3 + 𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑇𝑁𝑓2+𝑇+(𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
)𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2
(4.4a)
sujeito a
a𝑗33𝑖2 : padrão de corte bidimensional para a bobina 𝑖2 (4.4b)
Passo 9. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a entrar no problema
mestre, correspondente ao padrão de corte gerado no Passo 8:
𝑐𝑗33𝑖2,𝜏 = 𝑐
′
3𝑘,𝜏 𝑙2𝑖2𝑤2𝑖2 −
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑖2 − 𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑖2)
− ∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑇𝑁𝑓2+𝑇+(𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2−
−
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑇𝑁𝑓2+𝑇+Θ𝑁𝑓3+𝜏)𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3
(4.5a)
Passo 10. Se 𝑐𝑗33𝑖2,𝜏 < 0, insira a nova coluna correspondente a esse padrão de corte
no problema mestre.
Passo 11. Se alguma coluna foi adicionada, na Etapa 3.1 ou Etapa 3.2, retorne para o
Passo 4.
Passo 12. Arredonde a solução ótima do problema relaxado obtida para valores inteiros,
utilizando o método relax-and-fix, descrito na Seção 4.3
Ao resolver os subproblemas (4.2) e (4.4), os índices das variáveis duais 𝜋 corres-
pondem às linhas do modelo matemático em que aparece o termo 𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 , para o Passo
5, e 𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2 , para o Passo 8. Ao calcular os custos relativos (4.3) e (4.5), os índices de 𝜋
correspondem às linhas do modelo em que estão presentes as variáveis 𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , para o
Passo 6, e 𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , para o Passo 9.
4.2.1 Subproblema da Fase 3
Resolvemos os subproblemas da Etapa 3.2 do algoritmo utilizando o método
detalhado na Seção 2.2.2.2. Este método consiste em definir os melhores padrões para
cada uma das faixas possíveis da bobina desenrolada e, depois, calcular o número de
vezes que cada faixa deve ser usada, de modo a maximizar a função utilidade.
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A seguir, as formulações da Seção 2.2.2.2 são reescritas de acordo com a notação
usada no modelo matemático bi-integrado (3.12)
4.2.1.1 Passo 1: Definir os Melhores Padrões por Faixa
De acordo com a descrição feita na Seção 2.2.2.2, no primeiro passo, o compri-
mento do objeto é fixado e a largura variada. Em nossa aplicação, para o corte de bobinas
em formatos, fizemos o contrário: fixamos a largura e variamos o comprimento, já que o
primeiro estágio de corte nas cortadeiras é em relação ao comprimento das bobinas.
Assim, no Passo 1, dado um tipo de bobina desenrolado de dimensões 𝑙2𝑖2 x 𝑤2,
fixamos a largura equivalente 𝑤2, calculada pela Equação (A.1c) e variamos o comprimento
de acordo com os valores dos comprimentos dos tipos de formatos, 𝑙3𝑖3 , conforme ilustrado
na Figura 19. Para comprimentos de mesmo valor, consideramos apenas um deles. Seja 𝑟
o número de comprimentos diferentes entre si para uma determinada gramatura.
Figura 19 – Faixas de corte de uma bobina
Seja 𝐿𝑘𝑢 o conjunto de tipos de formatos de gramatura 𝑘 que podem ser cortados
em uma determinada faixa 𝑙3𝑢 x 𝑤2. Se apara for permitida, 𝐿𝑘𝑢 = {𝑖3|𝑙3𝑖3 ≤ 𝑙3𝑢 𝑖3 ∈
𝑆3(𝑘)}. Caso contrário, 𝐿𝑘𝑢 = {𝑖3|𝑙3𝑖3 = 𝑙3𝑢 , 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘)}.
Seja 𝛼𝑗33𝑢,𝑖2 o melhor padrão de corte para a faixa 𝑙3𝑢 x 𝑤2, 𝑢 = 1, . . . , 𝑟, da bobina
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do tipo 𝑖2. Para encontrá-lo, o seguinte problema da mochila é resolvido:
𝑉𝑢𝑖2 = maximizar∑︁
𝑖3∈𝐿𝑘𝑢
(𝑐′3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3 + 𝜋(𝐾𝑀1𝑇+𝑇+𝑇𝑁𝑓2+𝑇+(𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
)𝛼𝑗33𝑖3,𝑢,𝑖2 (4.6a)
sujeito a∑︁
𝑖3∈𝐿𝑘𝑢
𝑤3𝑖3𝛼
𝑗3
3𝑖3,𝑢,𝑖2 ≤ 𝑤2𝑖2 , (4.6b)
𝛼𝑗33𝑖3,𝑢,𝑖2 ≥ 0 e inteiros, 𝑖3 ∈ 𝐿𝑘𝑢. (4.6c)
em que 𝛼𝑗33𝑖3,𝑢,𝑖2 é o número de itens tipo 𝑖3 na faixa 𝑙3𝑢 x 𝑤2𝑖2 , 𝑢 = 1, . . . , 𝑟, da bobina do
tipo 𝑖2 e 𝑉𝑢𝑖2 é o valor de utilidade para cada faixa.
4.2.1.2 Passo 2: Determinar Quantas Vezes Cada Faixa Deve Ser Utilizada
Para descobrir quantas vezes utilizar cada faixa no padrão de corte bidimensional,
de forma a maximizar a função utilidade total, deve-se resolver o problema da mochila
dado a seguir:
maximizar
𝑟∑︁
𝑢=1
𝑉𝑢𝑖2𝛽
𝑗3
3𝑢𝑖2 (4.7a)
sujeito a
𝑟∑︁
𝑢=1
𝑙3𝑢𝛽
𝑗3
3𝑢𝑖2 ≤ 𝑙2𝑖2 , (4.7b)
𝛽𝑗33𝑢𝑖2 ≥ 0 e inteiros, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾. (4.7c)
em que 𝛽𝑗33𝑢𝑖2 é o número de vezes que a faixa 𝑢 estará presente no padrão de corte
bidimensional para a bobina do tipo 𝑖2.
Para obter o padrão de corte final, 𝑎𝑗33𝑖2 , multiplicamos, para cada item, quantas
vezes ele está presente em cada faixa pelo número de vezes que a faixa é utilizada, ou seja,
𝑎𝑗33𝑖2 =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎𝑗331,𝑖2
. . .
𝑎𝑗33𝑁𝑓3,𝑖2
⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑟
𝑢=1 𝛼
𝑗3
31,𝑢,𝑖2𝛽
𝑗3
3𝑢𝑖2
. . .∑︀𝑟
𝑢=1 𝛼
𝑗3
3𝑁𝑓3,𝑢,𝑖2
𝛽𝑗33𝑢𝑖2
⎞⎟⎟⎟⎠ .
4.3 Solução Inteira
Após executar a heurística apresentada na Seção 4.2, obtemos soluções reais para
o problema. Resta, então, aplicar um algoritmo de arredondamento para obter soluções
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inteiras arredondadas. A técnica utilizada foi a relax-and-fix, que consiste em dividir as
variáveis em sub-conjuntos e progressivamente rearranjá-las em subproblemas através do
horizonte de planejamento. No trabalho (BRITO et al., 2014), essa estratégia é aplicada
em um problema de atribuição de reservas de veículo em uma empresa de locação. O
horizonte de planejamento é dividido em períodos e, a cada iteração do algoritmo de ar-
redondamento, as variáveis são configuradas em um dos cinco tipos: fixas, posicionadas,
inteiras, relaxadas e em espera. As variáveis correspondentes ao período atual são configu-
radas como inteiras, as do período seguinte como relaxadas e as dos períodos posteriores,
como em espera, ou seja, não são consideradas na iteração atual. Por outro lado, as va-
riáveis pertencentes ao período anterior ao atual são configuradas como posicionadas, o
que quer dizer que há uma margem para que algumas possam sofrer alterações de valor
na iteração atual. As variáveis dos períodos antecessores são configuradas como fixas. Ao
final de cada iteração, movemos o período atual para o seguinte e atualizamos os tipos
das variáveis. Utilizando esse esquema, permitimos que as variáveis de cada período sejam
arredondadas para valores inteiros, mantendo uma relação com os períodos vizinhos.
Tomamos essa estratégia como inspiração para desenvolver o algoritmo de arre-
dondamento do modelo bi-integrado. A Figura 21 ilustra o esquema do algoritmo desen-
volvido.
Figura 20 – Esquema do algoritmo de arredondamento relax-and-fix
Nesta ilustração, para as duas primeiras fases, temos 4 períodos, representados
por 𝑡, e, para a terceira fase, 5 sub-períodos do período 1, representados por 𝜏 . Começamos
fazendo as variáveis referentes ao primeiro sub-período da Fase 3 como inteiras, assim como
as variáveis de estoque deste mesmo sub-período. Considerando todas as outras variáveis
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como reais, resolvemos o modelo matemático (4.1) usando um solver e passamos para a
iteração 2. Nela, as variáveis do primeiro sub-período são configuradas como fixas e as
do segundo sub-período como inteiras, assim como o estoque. Resolvemos novamente o
modelo (4.1) e passamos para a iteração seguinte. Prosseguimos com esse raciocínio até a
iteração 6, em que terminamos de arredondar as variáveis da Fase 3, que se tornam, então,
fixas a partir daqui. Fazemos as variáveis do primeiro período da Fase 2 como inteiras,
bem como as de estoque. Resolvendo o modelo (4.1), finalizamos o arredondamento da
Fase 2, cujas variáveis se tornam também fixas, e passamos para a Fase 1, na Iteração 7.
Da mesma forma, configuramos as variáveis do primeiro período e as de estoque dessa fase
como inteiras e resolvemos o modelo (4.1). Ao final, temos as soluções arredondadas para
o primeiro período e todos os sub-períodos constituintes. Como o leitor deve ter percebido,
não arredondamos os períodos posteriores ao primeiro das Fases 1 e 2. Isso porque, como
estamos utilizando a técnica de horizonte rolante, ao rolar o horizonte de planejamento
ao final do primeiro período, as soluções relaxadas obtidas podem ter sofrido alterações,
o que faria com que as soluções arredondadas previamente fossem perdidas.
A Figura 21 mostra o fluxograma do algoritmo, cuja descrição passo a passo é
feita na sequência.
Arredondamento da Fase 3:
Começamos arredondando as variáveis da Fase 3. Partimos do modelo bi-
integrado (4.1).
Passo 1. Faça 𝜏 = 1.
Passo 2. Se 𝜏 ≤ Θ, vá para o Passo 3. Caso contrário, vá para o Passo 16.
Passo 3. Defina as variáveis 𝑦3 e 𝑒3 referentes ao 𝜏 atual como inteiras.
Passo 4. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 11. Senão, vá para
o Passo 5.
Passo 5. Em caso de modelo infactível, permita sobre-produção de formatos para sub-
períodos posteriores ao atual, transformando a igualdade (4.1i) em desigual-
dade do tipo ≥.
Passo 6. Se o (modelo (4.1)) modificado for factível, vá para o Passo 11. Senão, vá para
o Passo 7.
Passo 7. No caso do modelo (4.1) modificado continuar infactível, permita sobre-produção
de bobinas, na Fase 2, transformando as igualdades (4.1f) e (4.1g) em desigual-
dades do tipo ≥.
Passo 8. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 11; senão, vá para o
Passo 9.
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Figura 21 – Fluxograma do algoritmo de arredondamento relax-and-fix
Passo 9. Se o modelo (4.1) modificado permanecer infactível, permita sobre-produção
de jumbos, na Fase 1, transformando as igualdades (4.1d) em desigualdades do
tipo ≥.
Passo 10. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 11. Senão, o algoritmo
é finalizado sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à falta de
capacidade na Fase 3.
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Passo 11. Resolva o modelo (4.1) modificado por meio de um solver.
Passo 12. Desconte as quantidades de formatos produzidos em excesso dos valores de
demanda para os sub-períodos seguintes.
Passo 13. Retorne as restrições de atendimento à demanda (4.1d), (4.1f), (4.1g) e (4.1i)
para a igualdade.
Passo 14. Fixe as variáveis 𝑦3 e 𝑒3 do sub-período atual, ou seja, guarde-as e retire as
colunas correspondentes do modelo (4.1) modificado.
Passo 15. Faça 𝜏 = 𝜏 + 1 e volte para o Passo 2.
Arredondamento da Fase 2: Após arredondar as variáveis da Fase 3, par-
timos para as da Fase 2.
Passo 16. Defina 𝑡 = 1.
Passo 17. Defina as variáveis 𝑦2 e 𝑒2 referentes à 𝑡 = 1 como inteiras.
Passo 18. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 23. Senão, vá para
o Passo 19.
Passo 19. Se o modelo (4.1) modificado for infactível, permita sobre-produção de bobinas
para 𝑡 > 1, transformando as igualdades (4.1f) e (4.1g) em desigualdades do
tipo ≥.
Passo 20. Se o modelo (4.1) modificado se tornar factível, vá para o Passo 23. Senão, vá
para o Passo 21.
Passo 21. Se o modelo (4.1) modificado permanecer infactível, permita sobre-produção
de jumbos, na Fase 1, transformando a igualdade (4.1d) em desigualdade do
tipo ≥.
Passo 22. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 23; caso contrário,
o algoritmo é finalizado sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à
falta de capacidade na Fase 2.
Passo 23. Resolva o modelo (4.1) modificado por meio de um solver.
Passo 24. Retorne as restrições de atendimento à demanda (4.1d), (4.1f) e (4.1g) para a
igualdade.
Passo 25. Fixe as variáveis 𝑦2 e 𝑒2 de 𝑡 = 1, ou seja, guarde-as e retire as colunas corres-
pondentes do modelo (4.1) modificado.
Arredondamento da Fase 1: Por último, arredondamos a Fase 1.
Passo 26. Defina as variáveis 𝑥1 e 𝑒1 referentes à 𝑡 = 1 como inteiras.
Passo 27. Se o modelo (4.1) modificado for factível, vá para o Passo 30. Senão, vá para
o Passo 28.
Capítulo 4. Método de Solução 69
Passo 28. Se o modelo (4.1) modificado for infactível, permita sobre-produção de jumbos
para 𝑡 > 1, na Fase 1, transformando a igualdade (4.1d) em desigualdade do
tipo ≥.
Passo 29. Se o modelo (4.1) modificado se tornar factível, vá para o Passo 30. Caso
contrário, o algoritmo é finalizado sem conseguir encontrar uma solução inteira
devido à falta de capacidade na Fase 1.
Passo 30. Resolva o modelo (4.1) modificado por meio de um solver. O arredondamento
do primeiro período das Fases 1 e 2, assim como de todos os sub-períodos da
Fase 3, foi finalizado.
4.4 Adaptações do Método de Solução para as Demais Estratégias
Nesta Seção, descrevemos as adaptações do método de solução para as demais
estratégias de modelagem do processo produtivo de papel. Apresentaremos os modelos
matemáticos e as adaptações das heurísticas de solução e arredondamento.
4.4.1 Estratégia 1-2-3
A seguir, descrevemos as adaptações necessárias para resolver o problema da
produção de papel utilizando a estratégia 1-2-3.
4.4.1.1 Fase 3: Produção de Formatos
Começamos descrevendo as adaptações para a Fase 3 do processo.
4.4.1.2 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.1 e 4.1. O
modelo relaxado para a Fase 3 é o seguinte:
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minimizar
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (4.8a)
sujeito a
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (4.8b)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (4.8c)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0, 𝑒3𝑖3,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 .
(4.8d)
4.4.1.2.1 Heurística
Com relação à heurística apresentada na Seção 4.2, apresentamos, a seguir, os
passos do fluxograma que sofrem alterações:
Etapa 1
Passo 3. Gere os padrões de corte bidimensionais homogêneos para a Fase 3, para cada
tipo de bobina de dimensão 𝑙𝑖2×𝑤𝑖2 e cada tipo de formato de dimensão 𝑙𝑖3×𝑤𝑖3 .
Com isso, calculamos os parâmetros 𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2 da Fase 3, e temos o problema mestre
inicial construído.
Etapa 2
Passo 4. Resolva o problema mestre representado pelo modelo matemático (4.8) por
meio de um solver.
Etapa 3 Seja 𝜋 o vetor das variáveis duais, obtido da solução ótima do Passo 4.
Etapa 3.1 Não executar essa sub-etapa.
Etapa 3.2
Passo 8. Sejam as definições propostas na Seção 4.2.1. Resolva o seguinte problema
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da mochila para definir os melhores padrões por faixa:
𝑉𝑢𝑖2 = maximizar∑︁
𝑖3∈𝐿𝑘𝑢
(𝑐′3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3 + 𝜋((𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
)𝑎𝑗33𝑖3,𝑢,𝑖2 (4.9a)
sujeito a∑︁
𝑖3∈𝐿𝑘𝑢
𝑤3𝑖3𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑢,𝑖2 ≤ 𝑤2𝑖2 , (4.9b)
𝑎𝑗33𝑖3,𝑢,𝑖2 ≥ 0 e inteiros, 𝑖3 ∈ 𝐿𝑘𝑢. (4.9c)
O modelo para determinar quantas vezes cada faixa deve ser utilizada é o
mesmo apresentado em (4.7).
Passo 9. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a ser inserida no pro-
blema mestre, correspondente ao novo padrão obtido no Passo 8:
𝑐𝑗33𝑖2,𝜏 = 𝑐
′
3𝑘,𝜏 𝑙2𝑖2𝑤2𝑖2 −
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑖2−
− ∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝜋((𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2−
−
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝜋(𝜃𝑁𝑓3+𝜏)𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3−
(4.10a)
4.4.1.2.2 Solução Inteira
Com relação ao algoritmo apresentado na Seção 4.3, executamos apenas os passos
de 1 a 15. Apresentamos, a seguir, dentre esses executados, os que sofrem adaptações:
Arredondamento da Fase 3:
Considere o modelo (4.8).
Passo 6. Se o modelo for factível, vá para o Passo 11. Senão, o algoritmo é finalizado
sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à falta de capacidade na
Fase 3.
Passos 7 a 10. Não executar esses passos.
Passo 11. Resolva o modelo por meio de um solver.
Passo 13. Retorne a restrição de atendimento à demanda (4.8b) para a igualdade.
Finalizado o arredondamento da Fase 3, calculamos a quantidade de bobinas
necessárias pela relação dada em (3.2).
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4.4.1.3 Fase 2: Produção de Bobinas
A seguir descrevemos as adaptações para a Fase 2 do processo de produção de
papel.
4.4.1.3.1 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2 e 4.1. O
modelo relaxado para a Fase 2 é o seguinte:
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡 (4.11a)
sujeito a
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = 𝑑2𝑖2,𝑡 + 𝛿2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.11b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑓 𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.11c)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0, 𝑒2𝑖2,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 .
(4.11d)
4.4.1.3.2 Heurística
Com relação à heurística apresentada na Seção 4.2, apresentamos, a seguir, os
passos do fluxograma que sofrem alterações:
Etapa 1
Passo 3. Gere os padrões de corte unidimensionais homogêneos para a Fase 2, para cada
tipo de jumbo de comprimento 𝐿𝑚1 e cada tipo de bobina de comprimento 𝑙𝑖2 ,
como explicado em 2.2.2.1. Com isso, calculamos os parâmetros 𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 , da Fase
2, e temos o problema mestre inicial construído.
Etapa 2
Passo 4. Resolva o problema mestre (4.11) por meio de um solver.
Etapa 3 Seja 𝜋 o vetor das variáveis duais, obtido da solução ótima do Passo 4.
Etapa 3.1
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Passo 5. Resolva:
maximizar∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐′2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2 + 𝜋((𝑡−1)𝑁𝑓2+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))
)𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 (4.12a)
sujeito a∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 ≤ 𝐿𝑚1 , (4.12b)
𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 ≥ 0 e inteiros, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇.
(4.12c)
Passo 6. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a ser inserida no pro-
blema mestre, correspondente ao novo padrão de corte obtido no Passo 5:
𝑐𝑗22𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑐
′
2𝑘,𝑡𝐿𝑚1 −
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 − 𝜋((𝑡−1)𝑁𝑓2+∑︀𝑘−1𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1−
−
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝜋(𝑇𝑁𝑓2+𝑡)𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
(4.13a)
Etapa 3.2 Não executar essa sub-etapa.
4.4.1.3.3 Solução Inteira
Com relação ao algoritmo apresentado na Seção 4.3, executamos apenas os passos
de 16 a 25. Apresentamos, a seguir, dentre esses executados, os que sofrem alterações:
Arredondamento da Fase 2: Considere o modelo (4.11)
Passo 20. Se o modelo for factível, vá para o Passo 23. Senão, o algoritmo é finalizado
sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à falta de capacidade na
Fase 2.
Passo 21 e 22. Não executar esses passos.
Finalizado o arredondamento da Fase 2, calculamos a quantidade de jumbos ne-
cessários pela relação dada em (3.4).
4.4.1.4 Fase 1: Produção de Jumbos
As adaptações para a Fase 1 do processo são descritas a seguir.
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4.4.1.4.1 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2.4 e 4.1. O
modelo relaxado para a Fase 1 é o seguinte:
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑐
′
1𝑘,𝑚1,𝑡
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡) (4.14a)
sujeito a
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝛿1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾,
𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.14b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑓
′
1𝑘,𝑚1
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡+ ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.14c)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇.
(4.14d)
Para resolver este modelo, basta utilizar um solver.
4.4.2 Estratégia (1+2)-3
Para esta estratégia, as adaptações da Fase 3 são as mesmas das descritas na
Seção 4.4.1.1. A seguir, descrevemos as alterações necessárias para as Fases 1 e 2 do
método heurístico proposto.
4.4.2.1 Fases 1 e 2: Produção Integrada de Jumbos e Bobinas
4.4.2.1.1 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2.4, 3.2.1.2 e
4.1. O modelo integrado relaxado para as Fases 1 e 2 é o seguinte:
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
(𝑐′1𝑘,𝑚1,𝑡𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + ℎ1𝑘,𝑡𝑏1𝑘,𝑚1𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡)+ (4.15a)
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (4.15b)
sujeito a
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𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 + 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡−1 − 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 +
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.15c)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑓
′
1𝑘,𝑚1
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 ≤ 𝐶1𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.15d)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = 𝑑2𝑖2,𝑡 + 𝛿2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.15e)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.15f)
𝑥1𝑘,𝑚1,𝑡 , 𝑒1𝑘,𝑚1,𝑡 ≥ 0, 𝑒1𝑘,𝑚1,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ;
(4.15g)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0, 𝑒2𝑖2,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 .
(4.15h)
4.4.2.1.2 Heurística
Com relação à heurística apresentada na Seção 4.2, apresentamos, a seguir, so-
mente os passos do fluxograma que sofrem alterações:
Etapa 1
Passo 3. Gere os padrões de corte unidimensionais homogêneos para a Fase 2, para cada
tipo de jumbo de comprimento 𝐿𝑚1 e cada tipo de bobina de comprimento 𝑙𝑖2 ,
como explicado na Seção 2.2.2.1. Com isso, calculamos os parâmetros 𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 ,
da fase 2, e temos o problema mestre inicial construído.
Etapa 2
Passo 4. Resolva o problema mestre (4.15) por meio de um solver.
Etapa 3 Seja 𝜋 o vetor das variáveis duais, obtido da solução ótima do Passo 4.
Etapa 3.2 Não executar essa sub-etapa.
4.4.2.1.3 Solução Inteira
Com relação ao algoritmo apresentado na Seção 4.3, executamos apenas os passos
de 16 a 30. Não há nenhuma adaptação necessária dentre esses.
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4.4.3 Estratégia 1-(2+3)
A seguir, descrevemos as alterações necessárias no método heurístico proposto
para resolver o problema de produção de papel segundo a estratégia 1-(2+3).
4.4.3.1 Fases 2 e 3: Produção Integrada de Bobinas e Formatos
4.4.3.1.1 Modelo Matemático Relaxado
Sejam os índices, parâmetros e variáveis definidos nas Seções 3.2.1.2, 3.2.1.1 e 4.1.
O modelo matemático relaxado para as Fases 2 e 3 integradas é o seguinte:
minimizar
𝑇∑︁
𝑡=1
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑝
𝑗2
2𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+
𝑇∑︁
𝑡=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
ℎ2𝑖2,𝑡𝑏2𝑖2𝑒2𝑖2,𝑡+ (4.16a)
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝜏𝑝
𝑗3
3𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝐾∑︁
𝑘=1
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
ℎ3𝑖3,𝜏 𝑏3𝑖3𝑒3𝑖3,𝜏 (4.16b)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑎𝑗12𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,1
− 𝑒2𝑖2,1 = 𝑑2𝑖2,1 +
Θ∑︁
𝜏=1
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 ,
𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾; (4.16c)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1𝑦
𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡
+ 𝑒2𝑖2,𝑡−1 − 𝑒2𝑖2,𝑡) = (1 + 𝛼)𝑑2𝑖2,𝑡 ,
𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 ; (4.16d)
𝑀1∑︁
𝑚1=1
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑚1∑︁
𝑗2=1
𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 ≤ 𝐶2𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 ; (4.16e)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
(𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 + 𝑒3𝑖3,𝜏−1 − 𝑒3𝑖3,𝜏 ) = 𝑑3𝑖3,𝜏 ,
𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (4.16f)
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝐾∑︁
𝑘=1
𝑁𝑖2∑︁
𝑗3=1
∑︁
𝑖2∈𝑆(𝑘)
𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3𝑦
𝑗3
3𝑖2,𝑚3,𝜏 ≤ 𝐶3𝜏 , 𝜏 = 1, . . . ,Θ; (4.16g)
𝑦𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2,𝑡 , 𝑒2𝑖2,𝑡 ≥ 0, 𝑒2𝑖2,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1, 𝑚2 = 1, . . . ,𝑀2, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, 𝑗2 = 1, . . . , 𝑁𝑚1 ;
(4.16h)
𝑦𝑗33𝑖2,𝑚3,𝜏 , 𝑒3𝑖3,𝜏 ≥ 0, 𝑒3𝑖3,0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖3 ∈ 𝑆3(𝑘), 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘),
𝑚3 = 1, . . . ,𝑀3, 𝜏 = 1, . . . ,Θ, 𝑗3 = 1, . . . , 𝑁𝑖2 .
(4.16i)
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4.4.3.1.2 Heurística
Com relação à heurística apresentada na Seção 4.2, apresentamos, a seguir, os
passos do fluxograma que sofrem adaptações:
Etapa 2:
Passo 4. Resolva o problema mestre (4.16) por meio de um solver.
Etapa 3: Seja 𝜋 o vetor das variáveis duais, obtido da solução ótima do Passo 4.
Etapa 3.1
Passo 5. Resolva o subproblema a seguir, para determinar o melhor padrão de corte
unidimensional:
maximizar∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
(𝑐′2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2 + 𝜋((𝑡−1)𝑁𝑓2+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))
)𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 (4.17a)
sujeito a∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 ≤ 𝐿𝑚1 , (4.17b)
𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1 ≥ 0 e inteiros, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, 𝑖2 ∈ 𝑆2(𝑘), 𝑚1 = 1, . . . ,𝑀1,
𝑡 = 1, . . . , 𝑇.
(4.17c)
Passo 6. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a ser inserida no pro-
blema mestre, correspondente ao novo padrão de corte obtido no Passo 5.
𝑐𝑗22𝑘,𝑚1,𝑡 = 𝑐
′
2𝑘,𝑡𝐿𝑚1 −
∑︁
𝑖2∈𝑆2(𝑘)
𝑐
′
2𝑘,𝑡𝑙2𝑖2𝑎
𝑗2
2𝑖2,𝑚1 − 𝜋((𝑡−1)𝑁𝑓2+∑︀𝑘−1𝑖=1 (𝑆2(𝑖)+𝑖2))𝑎𝑗22𝑖2,𝑚1−
−
𝑀2∑︁
𝑚2=1
𝜋(𝑇𝑁𝑓2+𝑡)𝑓
′𝑗2
2𝑘,𝑚1,𝑚2
(4.18a)
Etapa 3.2
Passo 8. Resolva o subproblema usando método descrito em 4.2.1, para determinar
o melhor padrão de corte bidimensional:
maximizar∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
(𝑐′3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3 + 𝜋(𝑇𝑁𝑓2+𝑇+(𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
)𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2 (4.19a)
sujeito a
a𝑗33𝑖2 : padrão de corte bidimensional para a bobina 𝑖2 (4.19b)
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Passo 9. Calcule o custo relativo da nova coluna candidata a ser inserida no pro-
blema mestre, correspondente ao novo padrão de corte obtido no Passo 8.
𝑐𝑗33𝑖2,𝜏 = 𝑐
′
3𝑘,𝜏 𝑙2𝑖2𝑤2𝑖2 −
∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝑐
′
3𝑘,𝑡𝑙3𝑖3𝑤3𝑖3𝑎
𝑗3
3𝑖3,𝑖2 − 𝜋(𝑖2)
− ∑︁
𝑖3∈𝑆3(𝑘)
𝜋(𝑇𝑁𝑓2+𝑇+(𝜏−1)𝑁𝑓3+
∑︀𝑘−1
𝑖=1 (𝑆3(𝑖)+𝑖3))
𝑎𝑗33𝑖3,𝑖2−
−
𝑀3∑︁
𝑚3=1
𝜋(𝑇𝑁𝑓2+𝑇+𝜃𝑁𝑓3+𝜏)𝑓
′𝑗3
3𝑖2,𝑚3−
(4.20a)
4.4.3.1.3 Solução Inteira
Com relação ao algoritmo apresentado na Seção 4.3, executamos apenas os passos
de 1 a 25. Apresentamos, a seguir, dentre esses executados, os que sofrem adaptações:
Arredondamento da Fase 3:
Considere o modelo (4.4.3.1.2).
Passo 8. Se o modelo for factível, vá para o Passo 11. Senão, o algoritmo é finalizado
sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à falta de capacidade na
Fase 3.
Passo 9 e 10. Não executar esses passos.
Passo 13. Retorne as restrições de atendimento à demanda (4.1f), (4.1g) e (4.1i) para a
igualdade.
Arredondamento da Fase 2:
Passo 20. Se o modelo se tornar factível, vá para o Passo 23. Senão, o algoritmo é finali-
zado sem conseguir encontrar uma solução inteira devido à falta de capacidade
na Fase 2.
Passo 21 e 22. Não executar esses passos.
Passo 24. Retorne as restrições de atendimento à demanda (4.1f) e (4.1g) para a igual-
dade.
Finalizado o arredondamento, calculamos a quantidade de jumbos necessários
pela relação dada em (3.4) e passamos para a resolução da Fase 1, como descrito na Seção
4.4.1.4.
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5 Experimentos Computacionais
Neste capítulo, descrevemos os experimentos computacionais realizados a fim de
analisar o comportamento do modelo em diferentes situações a partir da variação dos
parâmetros e também avaliar o desempenho do método heurístico de solução proposto,
comparando a solução do modelo bi-integrado com as soluções das demais estratégias de
modelagem consideradas para abordar o processo de produção de papel.
O restante do capítulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 5.1, apre-
sentamos a implementação desenvolvida para o método heurístico de resolução, bem como
uma primeira versão da interface gráfica. Na Seção 5.2, descrevemos a metodologia de teste
adotada para a condução dos experimentos. Na Seção 5.3, apresentamos o conjunto de
testes que comparam a solução do modelo bi-integrado perante as três outras estratégias
de modelagem do processo de produção de papel, assim como outros experimentos que
visam analisar o comportamento do modelo proposto perante uma série de mudanças de
parâmetros de entrada.
5.1 Desenvolvimento
Apresentamos, na Seção 5.1, algumas informações a respeito da implementação
do método heurístico de solução e, na Seção 5.1.2, mostramos a versão inicial da interface
gráfica concebida.
5.1.1 Implementação
A linguagem de programação utilizada para implementar o método de solução foi
Matlab, que fornece facilidade em manipular matrizes e realizar operações matemáticas
mais complexas. Para resolver os problemas de otimização que surgem a cada iteração do
método de solução foi utilizado o solver CPLEX v. 12.6.1, licença estudante, da IBM. Ele
permite, dentre outras aplicações, resolver problemas de programação inteira e problemas
de grande porte de programação linear, requisitos impostos por nosso método de solução.
Além disso, fornece conectores a diversas linguagens de programação, dentre elas o Matlab.
Utilizamos, tanto para o desenvolvimento quanto para os testes, um notebook
HP Pavilion x360, com processador Pentium Quad-Core e 4GB de memória RAM.
Na implementação do algoritmo de arredondamento descrito em 4.3, configuramos
o tempo limite de resolução do Cplex para os problemas inteiros mistos para 20 minutos.
Ao final desse tempo, se o solver não encontrou a solução ótima, ele retorna a melhor
solução encontrada até o momento.
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5.1.2 Interface Gráfica
Desenvolvemos uma interface gráfica para o programa, de modo a deixá-lo mais
fácil de ser utilizado por um maior número de pessoas. Para isso, usamos o módulo de
desenvolvimento de interfaces gráficas do Matlab, chamado App designer, o qual está
disponível a partir da versão R2016a.
Essa interface gráfica está dividida em duas partes: na primeira, o usuário entra
com os dados do problema e, na segunda, o sistema mostra, além dos resultados obtidos
ao resolver ,o modelo, algumas análises de desempenho do algoritmo.
5.1.2.1 Entrada
Essa aba é dividida em quatro sub-abas: uma para parâmetros gerais do problema
e uma para cada fase do processo produtivo.
5.1.2.1.1 Parâmetros Gerais
Figura 22 – Janela de entrada dos parâmetros gerais do problema
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Na Figura 22, devem ser informados os parâmetros gerais do problema: número de
períodos e sub-períodos, disponibilidade de máquina por sub-período, quantidade e valores
de gramaturas e espessura. Para quaisquer valores pertencentes a um certo intervalo, o
usuário pode escolher para que o sistema gere aleatoriamente os dados, com base no
intervalo por ele informado, ou importar os dados da sua própria realidade.
5.1.2.1.2 Fase 1: Jumbos
Figura 23 – Janela de entrada dos parâmetros da Fase 1 do problema
Na Figura 23, o usuário entra com os parâmetros referentes à primeira fase do
processo. Na parte de custos, deve informar os custos de produção, preparação e estoque
de jumbos. Na aba relativa aos tempos, precisam ser inseridos os tempos de produção
e de preparação de máquina. Em máquinas, a quantidade de máquinas disponível e as
faixas de valores para a largura e o diâmetro do jumbo. Por último, é possível configurar
se a demanda de jumbos deve ser atendida exatamente ou se é permitido sobreprodução,
através da chave “Relaxar demanda".
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Figura 24 – Janela de entrada dos parâmetros da Fase 2 do problema
5.1.2.1.3 Fase 2: Bobinas
Na Figura 24, o usuário entra com os parâmetros referentes à segunda fase do
processo. Na parte de custos, deve informar os custos de perda de papel, preparação de
máquina e estoque de bobinas. Na aba relativa aos tempos, devem ser informados os tem-
pos de corte de bobinas e o de preparação de máquinas. Em máquinas, a quantidade de
máquinas disponível. Na última parte, deve-se entrar com as informações sobre demanda:
o número de bobinas demandadas, o número de bobinas extras, que são usadas exclusiva-
mente para posterior corte em formatos, as faixas de valores para a demanda e a largura
de bobinas, e se a demanda de bobinas pode ser relaxada.
5.1.2.1.4 Fase 3: Formatos
Na Figura 25, o usuário configura os parâmetros referentes à terceira fase do
processo. Na parte de custos, deve informar os custos de perda de papel, preparação de
máquina e estoque de formatos. Na aba relativa aos tempos, o tempo de corte de formatos
e o tempo de preparação de máquina devem ser inseridos. Em máquinas, a quantidade de
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Figura 25 – Janela de entrada dos parâmetros da Fase 3 do problema
máquinas disponível deve ser informada. Em demanda, devem ser informados o número
de formatos demandados e se é permitido relaxar esse valor, e as faixas de valores para a
demanda, a largura e o comprimento de formatos. Por fim, se é ou não permitido apara
no processo de corte.
5.1.2.2 Saída
Após entrar com os parâmetros, o modelo é resolvido e o resultado pode ser
visualizado e interpretado por meio de três janelas diferentes pertencentes a aba "Saída",
que são detalhadas a seguir.
5.1.2.2.1 Modelo Bi-integrado x Modelos Sequenciais
Na janela da Figura 26, podemos comparar o desempenho do modelo bi-integrado
o das outras três estratégias:
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∙ (Jumbos + bobinas) -> formatos: Resolve o problema utilizando a estratégia
(1+2)-3;
∙ Jumbos -> (bobinas + formatos): Resolve o problema utilizando a estratégia
1-(2+3);
∙ Jumbos -> bobinas -> formatos Resolve o problema utilizando a estratégia
1-2-3.
Essa comparação pode ser visualizada, na janela maior, no nível macro, compa-
rando os custos por fase para cada uma das estratégias. Além disso, nas janelas menores, é
estratificado o custo para cada uma das fases, possibilitando separar as parcelas referentes
à produção e ao estoque.
Figura 26 – Comparação entre o modelo bi-integrado e modelos sequenciais (em desen-
volvimento)
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5.1.2.2.2 Solução Heurística x Solução Exata
Na janela da Figura 27, o usuário pode comparar o desempenho do método heu-
rístico desenvolvido com a solução ótima exata do modelo bi-integrado, para instâncias
dimensionalmente pequenas. Ao informar o número de instâncias a serem testadas, o sis-
tema exibe informações que resumem a performance do algoritmo: a média de custo da
solução exata, a média da solução heurística e os respectivos gap e desvio padrão. Além
disso, é possível visualizar um gráfico com os valores obtidos para cada instância gerada.
Figura 27 – Comparação entre os modelos bi-integrado e exato
5.1.2.2.3 Rodar Heurística
Por fim, na última aba, o usuário pode executar o sistema para uma única ins-
tância e obter os detalhes da solução obtida para o modelo bi-integrado. Em primeiro
plano, é exibido o custo total e, logo abaixo, aparecem três abas, uma para cada fase do
processo onde são exibidos os custos por fase e os valores a serem produzidos e estocados
em cada período e para cada tipo de produto.
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Figura 28 – Resultado do modelo
5.2 Metodologia de Teste
Nesta Seção, apresentamos a metodologia para a realização dos experimentos
computacionais. Na Seção 5.2.1, descrevemos as configurações de teste empregadas. Na
Seção 5.2.2, apresentamos os testes que foram realizados a fim de validar o método heu-
rístico de solução.
5.2.1 Configurações de Teste
Apresentamos, nesta seção, as informações a respeito das configurações de teste:
descrição das classes e instâncias na Seção 5.2.1.1 e os valores dos parâmetros na Seção
5.2.1.2.
5.2.1.1 Classes
Apresentamos, na Tabela 2, as 25 classes de instâncias geradas com dados ale-
atórios baseados em trabalhos da literatura e visitas a uma indústria de papel em Mogi
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Guaçu. Variamos a quantidade de tipos de bobinas 𝑁𝑓2 e formatos 𝑁𝑓3 (2, 5 e 9), o
custo de estoque (normal ou alto), se é permitida ou não apara no corte de bobinas em
formatos, o número de máquinas de produção de jumbos 𝑀1 e de rebobinadeiras 𝑀2 (2,
3 e 6), o número de cortadeiras 𝑀3 (1, 2 e 4) e a quantidade de turnos de trabalho de 8
horas cada disponíveis (1, 2 ou 3). Ao variar 𝑀1, estamos variando também a quantidade
de tipos de jumbos produzidos. Consideramos apenas um tipo de gramatura para todas as
classes. Cada classe contém 20 instâncias diferentes. A Classe 0 foi utilizada apenas para
o teste de validação, que será descrito na Seção 5.2.2. enquanto as demais foram usadas
para os testes cujos resultados serão mostrados na Seção 5.3.
Tabela 2 – Configurações das classes testadas
Classe 𝑁𝑓 2 = 𝑁𝑓 3 Custo de Estoque Apara 𝑀1 𝑀2 𝑀3 # Turnos
0 2 Normal Sim 2 2 1 1
1 5 Normal Sim 3 3 2 1
2 5 Normal Não 3 3 2 1
3 5 Normal Sim 3 3 2 2
4 5 Normal Não 3 3 2 2
5 5 Normal Sim 3 3 2 3
6 5 Normal Não 3 3 2 3
7 5 Alto Sim 3 3 2 1
8 5 Alto Não 3 3 2 1
9 5 Alto Sim 3 3 2 2
10 5 Alto Não 3 3 2 2
11 5 Alto Sim 3 3 2 3
12 5 Alto Não 3 3 2 3
13 9 Normal Sim 6 6 4 1
14 9 Normal Não 6 6 4 1
15 9 Normal Sim 6 6 4 2
16 9 Normal Não 6 6 4 2
17 9 Normal Sim 6 6 4 3
18 9 Normal Não 6 6 4 3
19 9 Alto Sim 6 6 4 1
20 9 Alto Não 6 6 4 1
21 9 Alto Sim 6 6 4 2
22 9 Alto Não 6 6 4 2
23 9 Alto Sim 6 6 4 3
24 9 Alto Não 6 6 4 3
Observe que a quantidade de turnos não é um parâmetro definido nos modelos
apresentados. Na realidade, essa informação é utilizada apenas para o cálculo da capa-
cidade de cada tipo de máquina, conforme será mostrado na Seção 5.2.1.2. A variação
da quantidade de turnos será usada para variar a capacidade produtiva da fábrica, na
medida em que, para um mesmo (sub-)período especificado, podemos alterar o total de
horas disponíveis.
É possível obter todas as informações das instâncias testadas em (AYRES, 2017).
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Nesse endereço, disponibilizamos em arquivos .mat (extensão do Matlab), os parâmetros
utilizados, as soluções encontradas e outras informações relevantes, como tempo de solu-
ção, número de colunas utilizadas, desperdício e outras que foram usadas para comparar
as classes e as estratégias de solução entre si. Além disso, incluímos também um diretório
com tabelas consolidando os principais resultados obtidos com as análises.
5.2.1.2 Parâmetros
Os parâmetros utilizados para criar as instâncias foram gerados aleatoriamente
com base no trabalho (POLTRONIERE et al., 2008) e são apresentados na sequência, de
acordo com a Fase a qual se referem.
5.2.1.2.1 Gerais
Começamos definindo as faixas de valores utilizadas para gerar os parâmetros
gerais do problema:
∙ Diâmetro dos jumbos e bobinas: varia no intervalo [300; 500] cm;
∙ Espessura: varia no intervalo [190; 250] u.m.;
∙ Gramatura: varia no intervalo [35; 300] 𝑔/𝑚2;
∙ 𝐾 = 1.
5.2.1.2.2 Fase 1
A seguir, definimos as faixas de valores dos parâmetros para a Fase 1:
∙ 𝑐′1𝑘,𝑚1,𝑡 : varia no intervalo R$ [0,015; 0,025] / kg;
∙ ℎ1𝑘,𝑡 : custo normal varia no intervalo R$ [0,0075; 0,0125] / kg; custo alto varia no
intervalo R$ [0,009 ; 0,015 ] / kg;
∙ 𝐿𝑚1 : varia no intervalo [10; 20] m;
∙ 𝑏1𝑘,𝑚1 : calculado pela fórmula (A.1c);
∙ 𝑑1𝑘,𝑚1,𝑡 = 0 (sem demanda de jumbos como produto final);
∙ 𝑓 ′1𝑘,𝑚1 : varia no intervalo [30; 60] min;
∙ 𝐶1𝑡 = 8h × # turnos ×𝑀1 × 𝜃.
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5.2.1.2.3 Fase 2
Na sequência, definimos as faixas de valores para os parâmetros da Fase 2:
∙ 𝑐′2𝑘,𝑡 = R$
∑︀𝑀1
𝑚1=1
𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡
50000𝑀1 / 𝑐𝑚
2;
∙ ℎ2𝑖2,𝑡 = 0, 5ℎ1𝑘,𝑡 / kg;
∙ 𝑙2𝑖2 : varia no intervalo [3; 9] m;
∙ 𝑏2𝑖2 : calculado pela fórmula (A.1c);
∙ 𝑑2𝑖2,𝑡 : varia no intervalo [0; 100];
∙ 𝑓 ′𝑗22𝑘,𝑚1,𝑚2 : varia no intervalo [30; 60] min;
∙ 𝐶2𝑡 = 8h × # turnos ×𝑀2 × 𝜃.
5.2.1.2.4 Fase 3
Por fim, definimos as faixas de valores dos parâmetros para a Fase 3:
∙ 𝑐′3𝑘,𝜏 = R$
1,5
∑︀𝑀1
𝑚1=1
∑︀𝑇
𝑡=1 𝑐1𝑘,𝑚1,𝑡
10000𝑀1𝑇 / 𝑐𝑚
2;
∙ ℎ3𝑖3,𝜏 = 0, 5
∑︀𝐾
𝑘=1
∑︀𝑇
𝑡=1 ℎ1𝑘,𝑡
𝐾𝑇
/ kg;
∙ 𝑙3𝑖3 : varia no intervalo [30; 100] cm;
∙ 𝑤3𝑖3 : varia no intervalo [30; 100] cm;
∙ 𝑏3𝑖3 : calculado pela fórmula (A.1c);
∙ 𝑑3𝑖3,𝜏 : varia no intervalo [0; 500];
∙ 𝑓 ′𝑗33𝑖2,𝑚3 : varia no intervalo [20; 40] min;
∙ 𝐶3𝜏 = 8h × # turnos ×𝑀3.
Para as classes com mais de um turno, consideramos um aumento de 20% por
turno adicional nos custos de produção de jumbos, 𝑐′1𝑘,𝑚1,𝑡 , e de corte de bobinas e forma-
tos, 𝑐′2𝑘,𝑡 e 𝑐
′
3𝑘,𝜏 , respectivamente, devido à mão de obra extra necessária.
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5.2.2 Validação do Método Heurístico de Solução
Nesta seção, validamos o funcionamento da heurística de solução proposta no
Capítulo 4. Para isso, geramos 20 instâncias da Classe 0, definida na Tabela 2. Esta classe
contém uma quantidade pequena de tipos de bobinas e formatos, de forma proposital,
pois, assim, é possível, computacionalmente, gerar todos os padrões de corte para as
Fases 2 e 3 do processo. Denominamos o modelo (3.12) com todos os possíveis padrões de
corte como modelo completo. Comparamos a solução ótima do problema relaxado obtida
ao resolver o modelo completo com a solução obtida pela heurística.
Analisando os resultados apresentados pela Figura 29, que mostra os custos totais
do processo de produção de papel obtidos através da solução exata do modelo completo
e pelo método heurístico, observamos que, para as 20 instâncias testadas, as soluções são
iguais às do modelo completo, o que significa que o algoritmo está funcionando adequa-
damente. A grande diferença entre as soluções reside na quantidade de colunas das Fases
2 e 3 utilizadas por cada forma de resolver o problema, conforme mostrado na Tabela
3. Nela, observamos uma quantidade média na ordem de dezenas de milhares de colunas
para a Fase 3 do modelo completo e de apenas algumas dezenas para o modelo gerado pela
heurística. Essa grande quantidade de padrões do modelo completo se deve a existência
de inúmeros padrões de corte não eficazes, mas que devem ser considerados na obtenção
da solução exata. Levando-se em conta que essas quantidades foram obtidas para apenas
2 tipos de bobinas e formatos, podemos justificar a utilização da heurística para geração
dos melhores padrões de corte para problemas maiores como os existentes na indústria.
Figura 29 – Custos totais do processo obtidos através da solução exata do modelo com-
pleto e pelo método heurístico
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Tabela 3 – Quantidade de colunas utilizadas em cada tipo de solução
Tipo de solução Fase 2 Fase 3
Modelo completo 124 22486
Heurística 44 44
5.3 Resultados
Nesta Seção, analisamos os resultados obtidos nos experimentos computacionais
realizados para comparar as diferentes estratégias de solução consideradas para o pro-
blema da produção de papel. Na Seção 5.3.1 apresentamos uma análise, para a Classe 1,
segundo diversos critérios, entre os quatro tipos de estratégias de solução. Na Seção 5.3.2,
apresentamos, em detalhes, as soluções de uma das instâncias da Classe 1, segundo as
quatro estratégias, e analisamos as diferenças que fazem com que o modelo bi-integrado
obtenha um custo total menor. Na Seção 5.3.3, apresentamos um resumo das diferenças
no custo total da função objetivo ao se utilizar as quatro estratégias, para cada uma das
24 classes testadas. Na Seção 5.3.4, comparamos os resultados obtidos pelas 24 classes
segundo diferentes critérios, para a estratégia (1+2+3).
5.3.1 Comparação entre as Estratégias de Solução
Nesta Seção, comparamos e analisamos os resultados obtidos pela Classe 1 para
as quatro estratégias, segundo diversos critérios: custos (Subseção 5.3.1.1), capacidade de
máquina (Subseção 5.3.1.4), número de colunas dos modelos (Subseção 5.3.1.5), desper-
dício de material (Subseção 5.3.1.2), estoque de produtos (Subseção 5.3.4.2), número de
iterações (Subseção 5.3.1.6) e tempo de processamento da heurística (Subseção 5.3.1.7).
5.3.1.1 Análise dos Custos
Começamos analisando os custos do processo produtivo, que equivalem aos valores
das funções-objetivo dos modelos. A Figura 30 exibe uma comparação entre as medianas
dos valores totais arredondados para as quatro estratégias. Observamos, na Figura 30a,
uma diminuição nos valores conforme as fases do processo são integradas. Ao juntar as
Fases 1 e 2 em um único modelo, obtivemos uma diminuição de 3,24% nos custos totais do
processo. Ao integrar as Fases 2 e 3, a diminuição foi de 2,70%. Integrando as três fases,
conseguimos uma queda de 5,95% comparado à estratégia 1-2-3, de 2,79% em relação à
estratégia (1+2)-3 e de 3,33% em relação à 1-(2+3).
Na Figura 30b, mostramos os custos do modelo relaxado 4.1 e o incremento
obtido ao arredondar a solução para valores inteiros. Podemos observar que, para todas
as estratégias, o incremento do arredondamento não passou de 0,59% do valor relaxado,
o que nos mostra um bom desempenho do algoritmo de arredondamento proposto. No
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(a) Custos totais
(b) Diferença entre solução ótima relaxada e solução arrendondada
Figura 30 – Comparação dos custos totais segundo as quatro estratégias
restante dos experimentos, todos os resultados mostrados são relativos à solução inteira
arredondada, obtida usando a técnica relax-and-fix na solução ótima do modelo relaxado.
A Figura 31 mostra a repartição dos custos por fase, segundo cada estratégia.
Podemos observar que, ao integrar fases, muitas vezes pioramos o resultado de uma delas
em detrimento da melhora de outra. Por exemplo, na Figura 31a, ao integrar as Fases 1 e
2, aumentamos o custo da Fase 2 mas, em compensação, diminuímos o da Fase 1. Como
a queda do custo da Fase 1 foi maior que o aumento do custo da Fase 2, o custo total
diminuiu, como pode ser observado na Figura 31. Um outro exemplo é o que acontece ao
integrar as três fases: em comparação com a estratégia 1-(2+3), aumentamos os custos
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das Fases 2 e 3, mas, por outro lado, tivemos uma diminuição maior do custo da Fase 1,
o que fez com o que o custo total fosse menor.
As Figuras 31b e 31c mostram como os custos de cada fase estão separados por
categoria: em 31b, exibimos os custos de produção, para a Fase 1, e de corte, para as
Fases 2 e 3 e, em 31c, são os custos de estoque que são evidenciados. A primeira coisa
que podemos reparar é que, independente da estratégia adotada, não houve custo de
estoque para a Fase 1, de produção de jumbos. Isso se deve ao fato de ser muito custoso
financeiramente (e também operacionalmente), estocar esse tipo de produto.
Outro ponto importante que notamos foi que os custos da Fase 3 não variam
substancialmente de uma estratégia para outra, nem do corte nem do estoque. Os custos
da Fase 2 já apresentam uma variação um pouco maior, principalmente em relação ao
estoque. Agora, o que fez a diferença na solução final foi a produção de jumbos da Fase
1. Isso nos fez refletir que um bom planejamento do processo como um todo é capaz de
programar a produção do início da cadeia já pensando no último tipo de produto que será
fabricado. É o que faz o modelo bi-integrado proposto nesse trabalho.
5.3.1.2 Análise do Desperdício de Material
Na Figura 32, mostramos o desperdício de material para as Fases 2 e 3 do pro-
cesso, segundo as quatro estratégias. Observamos que as estratégias 1-2-3 e (1+2)-3 obtêm
valores extremamente altos de desperdício de material para a Fase 2. Isso acontece porque
a solução da Fase 3 não leva em conta as melhores combinações de bobinas que, cortadas
dos jumbos na Fase 2, resultarão no menor desperdício. Com isso, obtêm-se padrões de
corte com perdas pequenas na Fase 3 mas, que, ao serem convertidos para demanda extra
de bobinas na Fase 2, geram desperdícios enormes. Ao integrar as duas fases de corte, o
desperdício da Fase 2 sofre uma queda considerável, na ordem de 90%.
5.3.1.3 Análise do Estoque de Produtos
Na Figura 33, mostramos o número de unidades em estoque por período (para
as Fases 1 e 2) e sub-período (para a Fase 3). Como já antecipado na Figura 31c, não há
estoque de jumbos em nenhuma das estratégias. Observamos, como já era de se esperar,
um valor superior de estoque de formatos comparado ao de bobinas. Além disso, podemos
perceber uma tendência de utilizar mais o estoque ao integrar as fases de produção. Isso
pode ser explicado pelo fato de se utilizar padrões de corte melhores ao antecipar o corte
de alguns itens no horizonte de planejamento.
5.3.1.4 Análise da Capacidade das Máquinas
A Figura 34 mostra os valores medianos de capacidade máxima de máquina por
fase, segundo as quatro estratégias. Assim como observado na Seção 5.3.4.2, de estoque
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(a) Custos por fase
(b) Custos de produção/corte por fase
(c) Custos de estoque por fase
Figura 31 – Comparação dos custos totais por fase segundo as quatro estratégias
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Figura 32 – Desperdício de material por fase segundo as quatro estratégias
Figura 33 – Estoque por período/sub-período
de itens, também aqui notamos uma tendência de se obter valores de capacidade máxima
mais altos conforme as fases são integradas. Por exemplo, vemos uma utilização máxima
de rebobinadeira maior ao integrar as Fases 1 e 2, e de cortadeira maior ao integrar
as Fases 2 e 3. Da mesma forma, também obtivemos valores elevados ao integrar as três
fases. Isso acontece pelo mesmo motivo discutido em 5.3.4.2: ao obtermos padrões de corte
melhores, antecipando itens dos períodos posteriores, também utilizamos mais capacidade
de processamento das máquinas.
Nas Seções seguintes, analisaremos alguns critérios relacionados ao desempenho
dos modelos e da heurística.
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Figura 34 – Capacidade máxima utilizada por fase segundo as quatro estratégias
5.3.1.5 Análise do Número de Colunas dos Modelos
Na Figura 35, fazemos uma análise das quantidades e origem das colunas utili-
zadas nos modelos, para as três fases e segundo as quatro estratégias. A quantidade de
colunas da Fase 1 não se altera entre as estratégias, já que esta fase é um problema de
dimensionamento de lotes. Já as colunas das Fases 2 e 3 correspondem aos padrões de
corte e, portanto, mudam de acordo com a estratégia adotada. Na Figura 35a, mostramos
a quantidade de colunas do modelo geradas para o problema mestre inicial, a quantidade
de colunas inseridas ao resolver o modelo relaxado pelo método Simplex com Geração de
Colunas e a quantidade de colunas que foram geradas pelo método, mas que não foram
inseridas no modelo durante a resolução, por ter custo relativo maior que zero. Essas
quantidades são mostradas para cada fase do processo e para as quatro estratégias de
solução.
Começando pela Fase 1, vemos que a quantidade de colunas do problema mestre
inicial é, obviamente, igual para todas as estratégias e, como não é uma fase de corte,
nenhuma nova coluna é gerada ou inserida. Para as Fases 2 e 3, vemos uma tendência clara
de aumento de colunas geradas e inseridas ao se integrar fases do processo. O motivo é
muito simples: ao se integrar as fases, novas possibilidades de padrões aparecem, de modo
a obter um ótimo global menor. Não é à toa que a estratégia (1+2+3) é a que apresenta
as maiores quantidades de colunas geradas e inseridas, nas duas fases de corte.
A Figura 35b apresenta a composição das colunas que foram, de fato, usadas na
solução do modelo. Analisando o gráfico, podemos perceber três coisas. A primeira é uma
tendência de diminuição do uso das colunas do problema mestre inicial, para as Fases 2 e
3. Isso porque tais colunas, por serem compostas por padrões de corte homogêneos, apre-
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(a) Composição das colunas dos modelos
(b) Composição das colunas usadas na solução
Figura 35 – Análise do número de colunas dos modelos, por fase segundo as quatro estra-
tégias
sentam desperdícios muito grandes e, portanto, são evitadas pela solução final. A segunda
constatação é a de que o número de colunas usadas na solução se mantém aproximada-
mente constante. O que faz a solução melhorar, portanto, não é a utilização de uma maior
quantidade de colunas, mas sim, a substituição de padrões por outros melhores. Por fim,
a quantidade de colunas utilizadas nos traz a informação do número de vezes que as facas
de corte devem ser reposicionadas devido à mudança de padrão. Como, para a Classe 1,
temos 𝑇 = 4 e 𝜃 = 5, obtemos, em média, 4 mudanças por período para a Fase 2 e outras
4 por sub-período para a Fase 3.
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5.3.1.6 Análise do Número de Iterações da Heurística
A Figura 36 mostra o número de iterações da heurística para as Fases 2 e 3,
segundo as quatro estratégias. Podemos observar que, ao integrar as duas fases de corte
(seja pela estratégia (1-(2+3)) ou pela (1+2+3)), ambas iteram o mesmo número de
vezes, conforme a proposta do algoritmo. No entanto, não notamos aqui uma tendência
de aumento no número total de iterações do método Simplex com Geração de Colunas
conforme se integram as fases. Isso nos mostra que, apesar do número de iterações não
aumentar, a heurística mostra-se eficiente em escolher melhores padrões de corte.
Figura 36 – Número de iterações da heurística por fase segundo as quatro estratégias
5.3.1.7 Análise dos Tempos de Processamento
Na Figura 37, mostramos os tempos de processamento obtidos pelo método heu-
rístico proposto, por fase segundo as quatro estratégias. Dividimos os tempos em duas
partes: o tempo necessário para resolver o modelo relaxado e o tempo usado para fazer
o arredondamento da solução obtida para valores inteiros. A primeira coisa que notamos
é que o tempo necessário para Fase 1 é irrelevante; isso já era esperado, já que desconsi-
deramos as restrições de preparação de máquina. A segunda coisa que notamos é o fato
do tempo de processamento da Fase 3 ser maior que o da Fase 2. Isso acontece porque o
número de iterações nessa fase é maior e também porque a geração de padrões de corte
bidimensionais é mais custosa computacionalmente.
Comparando os tempos para resolver o modelo relaxado e o tempo usado para o
arredondamento, vemos que a maior parte do processamento reside na solução do modelo
relaxado, embora o tempo de arredondamento não seja desprezível. Observamos que, ape-
sar da complexidade dos modelos crescer consideravelmente ao integrar fases do processo,
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Figura 37 – Tempos de processamento da heurística por fase segundo as quatro estratégias
o mesmo não acontece com o tempo de processamento, que sofre apenas um pequeno
aumento, o que torna possível, computacionalmente, a utilização de tais estratégias.
5.3.2 Exemplo de Aplicação
Nesta seção, apresentamos, em detalhes, as soluções da Instância 1 da Classe
1, segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3), e analisamos as diferenças que fazem com
que a estratégia (1+2+3) obtenha um custo total menor. Esse mesmo tipo de análise
pode ser estendido para as estratégias (1+2)-3 e 1-(2+3). Na Seção 5.3.2.1, apresentamos
a composição das carteiras de pedidos para cada tipo de produto e na Seção 5.3.2.2,
apresentamos as soluções segundo as duas estratégias, ressaltando as diferenças que fazem
com que a solução do modelo bi-integrado obtenha um custo total menor.
5.3.2.1 Composição das Carteiras de Pedidos
Nesta seção, apresentamos os valores das dimensões e demandas dos três tipos de
produtos do processo produtivo.
5.3.2.1.1 Jumbos
Como 𝑀1 = 3, temos três tipos de jumbos produzidos: um com comprimento
𝐿1 = 15, 4𝑚 e custo de produção de R$ 3, 80× 103, outro de comprimento 𝐿2 = 13, 9𝑚 e
custo de R$ 5, 19×103 e o terceiro de comprimento 𝐿3 = 18, 2𝑚 e custo de R$ 5, 17×103.
Para todos os tipos, o diâmetro é de 4,2 metros e a espessura é de 236,9 u.m.. Não há
demanda em carteira por jumbos.
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5.3.2.1.2 Bobinas
A Tabela 4 mostra a composição da carteira de pedidos para um horizonte de
planejamento com 4 períodos e as dimensões dos 5 tipos de bobinas. Assim como para os
jumbos, o diâmetro é de 4,2 metros e a espessura é de 236,9 u.m..
Tabela 4 – Composição da carteira de pedidos e dimensão das bobinas
𝑖2 𝑙2𝑖2 (𝑚)
Demanda
𝑡 = 1 𝑡 = 2 𝑡 = 3 𝑡 = 4
1 6,9 94 40 69 12
2 5,6 9 38 33 41
3 6,7 33 60 63 54
4 7,4 65 26 72 60
5 4,8 50 61 11 63
5.3.2.1.3 Formatos
A Tabela 5 mostra a composição da carteira de pedidos para os 5 subperíodos
em que o primeiro período do horizonte de planejamento é dividido, devido a estratégia
de horizonte rolante de planejamento adotada e as dimensões dos 5 tipos de formatos.
Novamente, a espessura é de 236,9 u.m..
Tabela 5 – Composição da carteira de pedidos e dimensão de formatos
𝑖3 𝑙3𝑖3 × 𝑤3𝑖3 (𝑐𝑚)
Demanda
𝜏 = 1 𝜏 = 2 𝜏 = 3 𝜏 = 4 𝜏 = 5
1 70,5 × 72,2 451 86 24 367 447
2 84,3 × 42,9 0 296 28 376 486
3 76,3 × 43,8 242 329 36 17 497
4 62,9 × 90,3 74 174 8 59 173
5 45,4 × 38,8 157 27 487 131 146
5.3.2.2 Comparação entre Soluções
Nesta seção, apresentamos as soluções obtidas segundo as estratégias 1-2-3 e
(1+2+3) e analisamos as diferenças que fazem com que a solução do modelo bi-integrado
obtenha um custo total menor.
5.3.2.2.1 Fase 3: Produção de Formatos
A Tabela 6 exibe as soluções obtidas para todos os sub-períodos da Fase 3, se-
gundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3). Para cada estratégia, na primeira coluna, especifi-
camos o sub-período 𝜏 , na segunda, o tipo de bobina 𝑖2, da qual são cortados os formatos,
e, na terceira coluna, o número de vezes 𝑦3 que o padrão de corte é usado. Nas colunas
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de 3 a 8, detalhamos quantos formatos do tipo 𝑖3 são cortados em cada padrão e por
fim, a coluna “Desp.” apresenta o desperdício de material em 𝑚2 obtido. A cada término
de sub-período, apresentamos a quantidade em estoque para cada tipo de formato e, na
última linha da tabela, o desperdício total obtido.
Tabela 6 – Comparação entre soluções da Fase 3, segundo estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Estratégia 1-2-3 Estratégia (1+2+3)
𝜏 𝑖2 𝑦3
𝑖3 Desp.
(𝑚2) 𝑖2 𝑦3
𝑖3 Desp.
(𝑚2)1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1
4 4 72 0 0 6 16 0,39 2 8 48 0 13 6 1 3,27
4 2 16 13 65 0 45 0,76 2 2 24 0 52 0 15 1,07
1 3 48 0 13 18 3 0,53 3 1 8 0 91 6 1 0,81
3 1 0 13 78 12 2 0,94 2 1 0 13 0 24 79 0,54
- - - - - - - - 3 1 16 0 13 30 50 0,56
𝑒3 - - 13 39 5 16 8 - - - 5 13 70 34 11 -
2
1 2 0 0 13 54 24 0,81 2 1 16 65 0 0 0 1,13
4 1 0 91 26 0 0 1,66 2 10 8 26 26 12 17 8,02
3 2 0 13 78 12 2 0,94 3 1 16 0 13 30 50 0,56
4 1 16 13 65 0 45 0,76 - - - - - - - -
4 2 24 39 26 12 2 1,08 - - - - - - - -
1 1 24 52 13 6 1 1,1 - - - - - - - -
𝑒3 - - 15 3 14 4 83 - - - 31 42 14 10 204 -
3
3 1 0 78 0 0 60 1,28 2 2 0 26 13 0 105 1,08
1 1 0 26 0 0 165 0,44 2 1 0 13 0 24 79 0,54
5 2 8 0 13 6 91 0,22 - - - - - - - -
𝑒3 - - 7 79 4 8 3 - - - 7 79 4 26 6 -
4
4 3 72 0 0 6 16 0,39 3 2 48 26 13 0 0 1,43
5 1 8 0 13 6 91 0,22 2 1 0 26 13 0 105 0,54
1 6 24 52 13 6 1 1,1 2 1 8 26 26 12 17 0,80
- - - - - - - - 2 6 40 13 0 12 2 3,32
- - - - - - - - 2 2 16 65 0 0 0 2,26
𝑒3 - - 8 15 78 9 17 - - - 16 15 52 51 9 -
5
4 1 72 0 0 6 16 0,39 3 6 48 26 13 0 0 4,30
4 1 0 91 26 0 0 1,66 5 1 32 0 0 6 46 0,27
5 1 0 39 39 0 0 0,92 2 1 16 65 0 0 0 1,13
1 5 48 0 13 18 3 0,53 5 1 0 39 39 0 0 0,92
3 3 0 13 78 12 2 0,94 2 7 8 26 26 12 17 5,62
4 1 8 52 0 6 91 0,95 3 2 0 13 78 12 2 1,88
1 5 24 52 13 6 1 1,1 2 1 40 13 0 12 2 0,55
𝑒3 - - 1 10 10 4 4 - - - 1 10 10 4 34 -
Desp.
(𝑚2) - - - - - - - 39,9 - - - - - - - 40,7
Na primeira linha da Tabela 6, no sub-período 𝜏 = 1 da estratégia 1-2-3, temos o
primeiro padrão de corte. São cortadas 𝑦3 = 4 bobinas do tipo 𝑖2 = 4 seguindo o seguinte
padrão: 72 formatos do tipo 𝑖3 = 1, 6 formatos do tipo 𝑖3 = 4 e 16 formatos do tipo
𝑖3 = 5, gerando um desperdício, somando as 4 bobinas, de 0,39 𝑚2. As demais linhas que
Capítulo 5. Experimentos Computacionais 102
compõem o sub-período 𝜏 = 1 seguem o mesmo raciocínio. No final, após atendimento da
demanda em carteira, sobram 13 formatos do tipo 𝑖3 = 1, 39 formatos do tipo 𝑖3 = 2, 5
formatos do tipo 𝑖3 = 3, 16 formatos do tipo 𝑖3 = 4 e 8 formatos do tipo 𝑖3 = 5. O restante
dos sub-períodos pode ser interpretado da mesma forma, assim como os resultados para
a estratégia (1+2+3).
Como podemos observar, os padrões de corte utilizados são completamente dife-
rentes entre as duas estratégias, o que mostra o caráter único de cada solução. A estratégia
(1+2+3) obteve um desperdício maior que 2% em comparação com o obtido pela estra-
tégia 1-2-3.
A Tabela 7 resume os custos da Fase 3 segundo as duas estratégias. Como po-
demos ver, o custo de corte, atrelado à perda de material, obteve um valor 1,94% maior
para a estratégia (1+2+3), em relação à estratégia 1-2-3. Já o custo de estoque obteve
um valor 58,65% maior.
Tabela 7 – Custos da Fase 3 segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Custo de
corte (R$)
Custo de
estoque (R$)
Custo
total (R$)
1-2-3 3, 10× 105 2, 66× 103 3, 12× 105
(1+2+3) 3, 16× 105 4, 22× 103 3, 20× 105
A Tabela 8 mostra, para cada estratégia, as quantidades extras de bobinas que
devem ser fornecidas pela Fase 2, de modo a abastecer o corte de bobinas em formatos.
Tabela 8 – Demanda extra de bobinas, segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
𝛿21,1 𝛿22,1 𝛿23,1 𝛿24,1 𝛿25,1
1-2-3 23 0 7 16 4
(1+2+3) 0 44 13 0 2
5.3.2.2.2 Fase 2: Produção de Bobinas
Antes de iniciar a Fase 2, precisamos calcular a demanda atualizada de bobinas
a ser produzida, levando em consideração a quantidade extra necessária para abastecer a
Fase 3. Para isso, temos que obter o vetor 𝛼2𝑖2 , calculado pela expressão (3.9). Ele contém
os aumentos percentuais de demanda em relação à quantidade original em carteira, para o
primeiro período da Fase 2, segundo a estratégia 1-2-3. Nos experimentos computacionais,
utilizamos a quantidade extra de bobinas obtidas pelo modelo relaxado, 𝛿′2𝑖2,1 , cujos valores
são apresentados na Tabela 9, que mostra, também, as porcentagens de aumento na
demanda, 𝛼2𝑖2 .
Com essa informação, podemos atualizar as demandas da Fase 2 para as estra-
tégias 1-2-3 e (1+2+3), as quais podem ser vistas na Tabela 10. As demandas para o
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Tabela 9 – Cálculo do percentual de aumento na demanda de bobinas
𝑖2 𝑑2𝑖2,1 𝛿
′
2𝑖2,1
𝛼𝑖2
1 94 31,98 34,02%
2 9 0 0%
3 33 9,15 27,72%
4 65 5,97 9,18%
5 50 3,28 6,55%
primeiro período são diferentes entre as duas estratégias, já que são provenientes das so-
luções da Fase 3. Já as demandas dos períodos seguintes são as mesmas, uma vez que o
procedimento usado para estimação da demanda extra foi o mesmo para ambas.
Tabela 10 – Demanda atualizada de bobinas
𝑖2
𝑑
′
2𝑖2,1 𝑑
′
2𝑖2,2
𝑑
′
2𝑖2,3
𝑑
′
2𝑖2,41-2-3 (1+2+3)
1 117 94 54 92 16
2 9 53 38 33 41
3 40 46 77 80 69
4 81 65 28 79 66
5 54 52 65 12 67
A Tabela 11 exibe as soluções obtidas para todos os períodos da Fase 2, segundo
as estratégias 1-2-3 e (1+2+3). As colunas de 2 a 9 dizem respeito à estratégia 1-2-3. Na
primeira coluna especificamos o período 𝑡, na segunda, o tipo de máquina𝑚1 que produz o
jumbo de comprimento 𝐿𝑀1 , do qual são cortadas as bobinas, na terceira coluna, o número
de vezes 𝑦2 que o padrão de corte é utilizado, nas colunas 4 a 8, detalhamos quantas
bobinas do tipo 𝑖2 são cortadas em cada padrão e por fim, a coluna “Desp.” apresenta
o desperdício de material obtido. As demais colunas têm o mesmo significado, porém
com dados referentes à estratégia (1+2+3). A cada término de período, apresentamos a
quantidade de estoque para cada tipo de bobina e, no final da tabela, o desperdício total
obtido.
Na primeira linha da Tabela 11, no período 𝑡 = 1 da estratégia 1-2-3, temos o
primeiro padrão de corte. 𝑦2 = 59 jumbos produzidos na máquina 𝑚1 = 2 são cortadas
em 2 bobinas do tipo 𝑖2 = 1, gerando um desperdício, somando os 59 jumbos, de 6,3 m.
As demais linhas que compõem o período 𝑡 = 1 seguem o mesmo raciocínio. No final, após
atendimento da demanda em carteira e da demanda extra para suprir a Fase 3, sobram
1 bobina do tipo 𝑖2 = 1, 8 bobinas do tipo 𝑖2 = 2 e 1 bobina do tipo 𝑖2 = 4. O restante
dos períodos pode ser interpretado da mesma forma, assim como os resultados para a
estratégia (1+2+3).
Como podemos observar, a composição de padrões de corte utilizados é comple-
tamente diferente entre as duas estratégias, assim como quantas vezes eles são usados.
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Tabela 11 – Comparação entre soluções da Fase 2, segundo estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Estratégia 1-2-3 Estratégia (1+2+3)
𝑡 𝑚1 𝑦2
𝑖2 Desp.
(𝑚) 𝑀1 𝑦2
𝑖2 Desp.
(𝑚)1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1
2 59 2 0 0 0 0 6,30 2 38 2 0 0 0 0 4,06
1 41 0 0 0 2 0 23,65 1 47 0 0 0 2 0 27,1
1 17 0 1 0 0 2 2,83 1 15 0 1 0 0 2 2,5
3 20 0 0 2 0 1 0,85 3 23 0 0 2 0 1 0,97
- - - - - - - - 3 19 1 2 0 0 0 1,56
𝑒2 - - 1 8 0 1 0 - - - 1 0 0 29 1 -
2
2 24,25 2 0 0 0 0 2,59 2 8,5 2 0 0 0 0 0,91
1 2,5 0 0 0 2 0 1,44 3 64 0 0 2 0 1 2,71
3 4,5 1 2 0 0 0 0,37 3 36 1 2 0 0 0 2,96
3 43 0 0 2 0 1 1,82 - - - - - - - -
3 22 0 1 0 1 1 7,53 - - - - - - - -
𝑒2 - - 0 1 9 0 0 - - - 0 34 51 1 0 -
3
2 38 2 0 0 0 0 4,06 1 39 0 0 0 2 0 22,49
1 40 0 0 0 2 0 23,07 2 47,75 2 0 0 0 0 5,10
3 16 1 2 0 0 0 1,32 3 15 0 0 2 0 1 0,63
3 36 0 0 2 0 1 1,52 - - - - - - - -
𝑒2 - - 0 0 1 1 24 - - - 3,5 1 1 0 3 -
4
1 28 0 0 0 2 0 16,1 1 33 0 0 0 2 0 19,03
3 16 1 2 0 0 0 1,32 1 15 0 1 0 0 2 2,5
3 34 0 0 2 0 1 1,43 3 34 0 0 2 0 1 1,44
3 9 0 1 0 1 1 3,08 3 12,5 1 2 0 0 0 1,03
𝑒2 - - 0 0 0 0 0 - - - 0 0 0 0 0 -
Desp.
(𝑚) - - - - - - - 99,34 - - - - - - - 95,01
Isso porque a demanda 𝑑′𝑖2,1 é diferente entre elas e, além disso, a estratégia 1-2-3 procura
a solução ótima para esta fase, enquanto a estratégia (1+2+3) busca o ótimo global para
as três fases. Como resultado, estratégia (1+2+3) obteve um desperdício 4,36% menor do
que o obtido com a estratégia 1-2-3.
Tabela 12 – Custos da Fase 2 segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Custo de
corte (R$)
Custo de
estoque (R$)
Custo
total (R$)
1-2-3 5, 46× 105 2, 32× 104 5, 69× 105
(1+2+3) 5, 22× 105 5, 83× 104 5, 80× 105
A Tabela 12 resume os custos da Fase 2 segundo as duas estratégias. Como
podemos ver, o custo de corte de (1+2+3) é menor do que o de 1-2-3, porém, como essa
estratégia custa mais em termos de estoque, acaba tendo um custo total maior.
A Tabela 13 mostra, para cada estratégia, as quantidades extras de jumbos que
devem ser fornecidos pela Fase 1, de modo a abastecer o corte de jumbos em bobinas.
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Tabela 13 – Demanda extra de jumbos, segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
𝛿11,1 𝛿12,1 𝛿13,1
1-2-3 129 122 201
(1+2+3) 149 95 204
5.3.2.2.3 Fase 1: Produção de Jumbos
Na Fase 1, como não há demanda em carteira de jumbos, são produzidas exa-
tamente as quantidades 𝛿1𝑚1,𝑡 especificadas na Tabela 13, sem estoque em nenhum dos
períodos. Isso gera os custos detalhados na Tabela 14.
Tabela 14 – Custos da Fase 1 segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Custo de
produção (R$)
Custo de
estoque (R$)
Custo
total (R$)
1-2-3 2, 07× 106 0 2, 07× 106
(1+2+3) 1, 96× 106 0 1, 96× 106
Como podemos observar, a estratégia (1+2+3) obteve um custo 5,31% menor
do que o obtido pela estratégia 1-2-3. Isso se deve à reconfiguração de demanda extra
feita pelo modelo bi-integrado, que causou uma diminuição, em relação à estratégia 1-2-3,
na demanda do jumbo mais caro de ser produzido, o da máquina 𝑚2, e um aumento na
demanda do mais barato, o da máquina 𝑚1.
A Tabela 15 resume os custos totais das três fases para cada estratégia. Como
pode ser observado, mesmo com custos maiores para as Fases 2 e 3, a estratégia (1+2+3)
apresenta um custo total de produção 3,05% menor do o custo obtido pela estratégia
1-2-3, graças ao ganho obtido na Fase 1.
Tabela 15 – Resumo dos custos das três fases segundo as estratégias 1-2-3 e (1+2+3)
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Total
1-2-3 2, 07× 106 5, 69× 105 3, 12× 105 2, 95× 106
(1+2+3) 1, 96× 106 5, 80× 105 3, 20× 105 2, 86× 106
5.3.3 Resumo dos Ganhos no Custo Total ao Utilizar a Estratégia (1+2+3),
para as 24 Classes
Nesta Seção, apresentamos as diferenças em termos de custo total ao se utilizar
a estratégia (1+2+3) frente as demais, para as 24 classes testadas. A Tabela 16 mostra a
mediana da diferença percentual no custo entre as soluções obtidas por meio do modelo
bi-integrado em relação às outras estratégias.
Como podemos perceber, a estratégia (1+2+3) obteve redução no custo total do
processo em relação às demais estratégias, para as 24 classes testadas, com exceção da
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Tabela 16 – Diferença percentual no custo total entre a estratégia (1+2+3) e as demais
# Δ (1+2+3)1−2−3 Δ
(1+2+3)
(1+2)−3 Δ
(1+2+3)
1−(2+3) # Δ
(1+2+3)
1−2−3 Δ
(1+2+3)
(1+2)−3 Δ
(1+2+3)
1−(2+3)
1 -5,95 -2,79 -3,33 13 -27,28 -20,68 -18,18
2 -12,10 -10,86 -1,71 14 -31,26 -21,89 -23,39
3 -6,68 -3,01 -9,74 15 -16,89 -3,83 -17,52
4 -14,33 -12,57 -5,33 16 -37,78 -28,64 -16,44
5 -6,10 -13,20 -4,13 17 -20,41 -6,53 -18,57
6 -13,50 -11,57 -4,37 18 -41,97 -33,85 -38,31
7 -3,67 -0,46 -9,20 19 -7,03 -0,77 -8,70
8 -17,58 -16,93 -0,08 20 -24,90 -20,16 -14,69
9 -5,76 -14,86 -5,42 21 -25,94 -14,50 -10,65
10 -17,74 -16,77 -3,28 22 -29,43 -23,82 -15,71
11 -6,68 -9,11 -5,20 23 -23,34 -11,38 -16,00
12 -12,26 -10,60 +1,91 24 -29,40 -22,73 -3,86
Med. -9,39% -11,22% -4,26% -26,61% -20,42% -16,23%
Classe 12, na qual o custo da estratégia 1-(2+3) foi um pouco menor. Essa diferença foi
causada pelo algoritmo de arredondamento, já que, para os modelos relaxados de cada
estratégia, (1+2+3) teve um custo 5,34% menor. Ao arredondar a solução das Fases 2
e 3 integradas, pela estratégia 1-(2+3), o algoritmo acabou gerando demandas extras de
jumbos que resultaram em um custo menor da Fase 1, obtendo um ótimo global menor.
Podemos observar, como era de se esperar, que o ganho obtido pela estratégia
(1+2+3) é, em geral, maior em relação à 1-2-3 do que em relação à (1+2)-2 e 1-(2+3),
já que essas estratégias já trabalham com um tipo de integração entre fases. Além disso,
verificamos também que os ganhos obtidos pelas Classes 13 a 23 são, em geral, maiores
do que para as Classes 1 a 12, o que significa que aumentam as oportunidades de melhora
ao se trabalhar com um número maior de tipos de produtos. Isso é uma boa notícia para
uma possível aplicação do modelo em indústrias reais.
5.3.4 Análise entre Classes do Modelo Bi-Integrado
Nesta Seção, fazemos algumas análises entre as 24 classes testadas, segundo os
seguintes critérios: desempenho computacional, Seção 5.3.4.1, custo de estoque normal ou
alto, Seção 5.3.4.2, corte com ou sem apara, Seção 5.3.4.3 e capacidade de máquina aper-
tada, normal ou folgada, Seção 5.3.4.4. Os estudos feitos nesta seção se restringem apenas
à estratégia (1+2+3), mas todas as soluções foram obtidas para as quatro estratégias e
podem ser encontradas em (AYRES, 2017).
5.3.4.1 Desempenho Computacional
Nesta seção, analisamos o desempenho computacional do método heurístico de
solução em relação a dois conjuntos de classes: as de número 1 a 12, que contemplam 3
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tipos de jumbos, 5 tipos de bobinas e 5 tipos de formatos, e as de número 13 a 24, com 6
tipos de jumbos, 9 tipos de bobinas e 9 tipos de formatos.
Na Figura 38, comparamos o número de colunas do modelo por fase, para cada
conjunto de classes. O esquema das barras é o mesmo descrito na Seção 5.3.1.5.
Figura 38 – Comparação do número de colunas do modelo, por fase e por conjunto de
classes
Analisando os gráficos, vemos que, ao dobrar o número de tipos de jumbos, tam-
bém dobramos a quantidade de colunas da Fase 1, como era de se esperar. Para as Fases
2 e 3, por sua vez, ao aumentar o número de tipos de produtos de 5 para 9 (proporção
de 1,8), o aumento observado no número de colunas é maior, superior a 6 vezes, para
as colunas da base inicial, e na faixa de 3 a 4 vezes, para as colunas inseridas e colunas
geradas mas não inseridas. Isso evidencia a complexidade introduzida ao modelo a cada
tipo de bobina ou formato adicionado, devido à natureza dos problemas modelados por
estas duas fases.
A Tabela 17 compara a dimensão dos modelos entre os dois conjuntos de classes.
Como era de se esperar, temos uma relação desproporcional entre o número de linhas
(restrições) e o de colunas (variáveis), devido à natureza do problema de corte.
Tabela 17 – Comparação da dimensão dos modelos entre os dois conjuntos de classes
Classes Número derestrições
Número de variáveis
Mestre inicial Mestre final
1 a 12 70 499 662
13 a 24 118 3045 3604
A Figura 39 compara os tempos de processamento (eixo principal, em barras) e
o número de iterações (eixo secundário, em linha) da heurística para cada conjunto de
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classes. Os tempos foram especificados em tempo para solução do modelo relaxado, na
parte de baixo das barras, e em tempo para arredondamento da solução relaxada, na parte
de cima das barras.
Figura 39 – Comparação do tempo de processamento e do número de iterações da heu-
rística, por conjunto de classes
Observamos que o número de iterações sofreu um aumento de 1,86 vezes, valor
próximo à proporção do aumento na quantidade de cada tipo de produto, ao passar do
conjunto de classes 1-12 para 13-24. Isso sugere uma relação linear entre o número de
tipos de produtos e a quantidade de iterações da heurística. Com relação ao tempo de
processamento, verificamos um aumento de 7,98 vezes no tempo de resolução do mo-
delo relaxado e de 10,25 vezes no arredondamento da solução relaxada, ocasionados pela
maior quantidade de colunas geradas e inseridas para as classes 13-24. A etapa de arre-
dondamento utilizando o método relax-and-fix mostrou-se o gargalo para instâncias com
quantidades de tipos de produtos acima das usadas nos experimentos computacionais des-
critos nesse trabalho, uma vez que ela resolve de maneira exata modelos inteiros mistos
dimensionalmente grandes repetidas vezes para cada instância.
5.3.4.2 Custo de Estoque Normal x Alto
Nesta seção, comparamos o número de unidades em estoque obtido pelas classes
com custo normal de estoque com aquelas com custos altos. Na Figura 40, cada par de
barras possui as mesmas configurações, exceto pelo custo de estoque. Os gráficos corres-
pondem ao número mediano de unidades em estoque, para cada fase.
Como era de se esperar, há uma queda no número de unidades em estoque quando
o custo de estoque aumenta. Algumas exceções acontecem: no par 14-20 para as três fases
e nos pares 03-09 e 16-22 para a Fase 3. Isso acontece porque, no modelo matemático, não
Capítulo 5. Experimentos Computacionais 109
(a) Fase 1
(b) Fase 2
(c) Fase 3
Figura 40 – Comparação do número de unidades em estoque nas três fases, para custo de
estoque normal e alto
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é o número de unidades que é minimizado, mas sim, o peso desses itens, que, além disso,
têm custos de estocagem diferentes, conforme o tipo.
5.3.4.3 Corte com Apara × sem Apara
Nesta seção, comparamos os resultados obtidos pelas classes ímpares da Tabela
2, que permitem apara no corte bidimensional de bobinas em formatos, com as classes
pares, que não permitem. Comparamos o desperdício de material no processo de corte da
Fase 3 por meio da Figura 41, na qual cada par de barras possui as mesmas configurações,
com exceção da possibilidade ou não de corte bidimensional com apara. Como podemos
observar, para todos os pares, o desperdício de material na Fase 3 foi menor com apara.
Para as classes com 5 tipos de bobinas e formatos, o aumento ao não permitir apara ficou
na faixa entre 53% e 94%. Já para as classes com 9 tipos de bobinas e formatos, o aumento
foi entre 112% e 218%.
Figura 41 – Comparação do desperdício de material na Fase 3 para as classes com e sem
apara
O resultado obtido pode ser facilmente interpretável: ao permitir corte com apara,
há mais possibilidades de aproveitamento do objeto cortado, com isso menos desperdício.
Ao aumentar a quantidade de tipos de itens, por outro lado, a probabilidade de ter um item
com as dimensões adequadas para caber no espaço faltante do padrão também aumenta,
diminuindo o desperdício.
A Figura 42 complementa o estudo sobre as características do corte com apara.
Nela, comparamos a quantidade de unidades de formatos em estoque, para cada par de
barras. Como podemos observar, o corte sem apara gera menos unidades em estoque. Para
as classes com 5 tipos de bobinas e formatos, a redução ficou entre 3,6% e 24%. Para as
classes com 9 tipos de bobinas e formatos, a redução foi maior: entre 22,3% e 41,4%.
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Figura 42 – Comparação do número de unidades em estoque na Fase 3 para as classes
com e sem apara
A interpretação desse resultado é complementar à do desperdício, pois ao diminuir
a perda de material por meio de bons padrões de corte, a tendência do modelo é antecipar
itens que possam ser cortados no espaço restante, aumentando, portanto, o número de
unidades em estoque.
A Figura 43 finaliza essa análise com as consequências financeiras para o processo:
ao não permitir apara no corte de formatos, o custo da Fase 3 sobe em média 74,05%
para as Classes 1 a 12 e 135,78% para as Classes 13 a 24, conforme pode ser observado no
Gráfico 43a. Esse aumento afeta também o custo total do processo: temos um incremento
médio de 16,5% para as Classes 1 a 12 e de 25,22% para as Classes 13 a 24, o que pode
ser visto no Gráfico 43b.
5.3.4.4 Capacidade de Máquina: Apertada, Normal e Folgada
Nesta Seção, analisamos o comportamento do modelo ao variar as capacidades
de máquina. Para isso, aumentamos o número de turnos (#𝑡𝑢𝑟𝑛𝑜𝑠) e consideramos um
incremento de 20%, por turno adicional, nos custos de produção e corte devido à mão de
obra a mais. A Figura 44 mostra os custos individuais para cada grupo de 3 classes, que
possuem as mesmas configurações, exceto a quantidade de turnos: as primeiras barras são
de capacidade apertada, as segundas de capacidade normal e as terceiras de capacidade
folgada.
Observamos que os seis tipos de custos sofrem, em geral, aumentos. Para os custos
de produção e corte de itens, Figuras 44a, 44c e 44e, com o aumento de 20% para cada
turno adicional, era de se esperar que piorassem. Já os custos de estoque, Figuras 44b,
44d e 44f, por outro lado, em um primeiro momento poderíamos imaginar que sofressem
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(a) Custo da Fase 3
(b) Custo total
Figura 43 – Comparação dos custos da Fase 3 e total, entre classes com e sem apara
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(a) Custo de produção de jumbos (b) Custo de estoque de jumbos
(c) Custo de corte de jumbos em bobinas (d) Custo de estoque de bobinas
(e) Custo de corte de bobinas em formatos (f) Custo de estoque de formatos
Figura 44 – Comparação dos custos individuais, entre classes com capacidades de má-
quina apertada, normal e folgada
uma queda, uma vez que temos mais capacidade de produção e poderíamos produzir sob-
demanda. A explicação para esse aumento reside no fato de que, com o incremento nos
custos de fabricação de produtos, o modelo procura, cada vez mais, utilizar os melhores
padrões de corte, que obtenham desperdícios mínimos, nem que, para isso, tenha que
antecipar itens com demanda futura.
Para concluir essa análise, vemos que não vale a pena aumentar as capacidades
de máquina, por esse aumento de 20% nos custos de fabricação de produtos por turno
adicional.
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6 Conclusões e Perspectivas Futuras
Neste capítulo, na Seção 6.1, recapitulamos os principais aspectos abordados por
esta dissertação e apresentamos as conclusões obtidas com base nos experimentos com-
putacionais. Na Seção 6.2, apresentamos algumas sugestões para trabalhos futuros.
6.1 Conclusões
Nesta dissertação tratamos o processo produtivo de fabricação de papel. Ele co-
meça com a produção de jumbos, de dimensões específicas para cada máquina, os quais
seguem para as rebobinadeiras, que, ao rebobinarem os jumbos, realizam cortes longitu-
dinais, formando as bobinas. Estas, por sua vez, podem abastecer a demanda de pedidos
em carteira ou podem seguir para a última fase do processo, em que as cortadeiras fazem
cortes longitudinais e transversais na bobina desenrolada, originando os diversos tipos
de folhas de papel que, nesse trabalho, foram denominadas por formatos. Em cada fase
do processo, as máquinas possuem uma capacidade que não deve ser ultrapassada. Em
termos matemáticos, trata-se de um problema de dimensionamento de lotes, na primeira
fase, e de dois problemas de corte de estoque nas fases seguintes.
Para resolver esse processo, propomos um modelo matemático de otimização li-
near inteiro que integra essas três fases e o denominamos por modelo bi-integrado. Seu
objetivo é minimizar os custos totais de produção, que são constituídos pelos custos de
produção e/ou corte, pelos custos de preparação de máquina e de estoque de itens, em
cada uma das fases. Tentamos deixar o modelo generalista, para que ele possa representar
o processo de diferentes indústrias de papel. Para tornar mais pedagógica a explicação do
modelo proposto e também com o caráter de abordar outras formas de resolver o problema
do processo de produção de papel, fomos construindo as bases para o entendimento do
modelo bi-integrado por meio da apresentação de outras estratégias de solução. No final,
o modelo que propomos fica uma composição das outras estratégias existentes.
Para amortizar o impacto das incertezas nos parâmetros de entrada, nosso modelo
utiliza a técnica de horizonte rolante de planejamento. As soluções das Fases 1 e 2, que
requerem um planejamento mais a médio prazo, são calculadas para todos os períodos do
horizonte de planejamento. Já as decisões da Fase 3, mais a curto prazo, são feitas para
os sub-períodos que compõem o primeiro período.
O modelo matemático proposto apresenta uma série de dificuldades, além da inte-
gração entre as fases: a integralidade das variáveis, a presença das variáveis de preparação
de máquina e o enorme número de padrões de corte possíveis para cada fase. Assim, com o
intuito de conseguir resolver o problema em um tempo factível, desenvolvemos uma heu-
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rística de solução que utiliza as variáveis relaxadas. Além disso, removemos as variáveis
de preparação, considerando os custos e tempos de preparação de máquina embutidos nos
custos e tempos de produção, respectivamente. Após essa primeira etapa, passamos a ter
um modelo bi-integrado de otimização linear, com um enorme número de variáveis refe-
rentes às fases de corte. Para sanar essa dificuldade, empregamos o método Simplex com
Geração de Colunas, de modo a gerar, em cada iteração, apenas os melhores padrões, que
diminuam o custo total do processo. Ao finalizar a solução do modelo relaxado, empre-
gamos a heurística de arredondamento relax-and-fix. Nela, configuramos as variáveis do
período ou sub-período que está sendo considerado como inteiras e mantemos relaxadas
as do (sub) período seguinte. Resolvemos o problema, fixamos os valores obtidos para o
(sub) período atual e passamos para o (sub) período seguinte. Começamos arredondando
as variáveis da Fase 3, depois passamos para as variáveis da Fase 2 e, por último, as
variáveis da Fase 1.
Para testar a solução do modelo relaxado pela heurística, comparamos os resulta-
dos por ela obtidos com os encontrados ao se utilizar todos os padrões de corte possíveis em
cada uma das fases. Para que isso fosse possível, utilizamos instâncias dimensionalmente
pequenas. Como resultado, obtivemos soluções iguais para todas as instâncias testadas,
o que nos fez validar o funcionamento de nosso algoritmo de solução. Com isso, pudemos
passar para a próxima etapa, de testes computacionais do modelo bi-integrado.
Em uma primeira fase, comparamos, por meio de diversos critérios, as soluções
obtidas entre as quatro estratégias de solução do problema, para uma das classes de
teste. Nessa etapa, verificamos que o gap de arredondamento das soluções fica em torno
de 0,5%, o que nos fez validar essa outra parte do algoritmo. Além disso, analisamos
o comportamento dos custos por fase, para cada estratégia. Verificamos que o que faz o
modelo bi-integrado obter soluções melhores é não procurar o ótimo individualmente, para
cada fase, mas sim, buscar uma solução melhor para o processo como um todo. Assim,
por vezes o modelo bi-integrado obteve soluções com custos individuais piores em relação
às soluções obtidas pelas demais estratégias. No entanto, tais soluções obtinham uma
interface mais lucrativa com as demais fases do problema, fazendo com que obtivéssemos
custos totais menores.
Analisamos também o comportamento do desperdício de material e do estoque
de itens, para cada estratégia. Verificamos que o modelo bi-integrado utiliza padrões de
corte mais eficientes, obtendo desperdícios de material bastante reduzidos. Isso é feito an-
tecipando itens de períodos ou sub-períodos posteriores, o que faz com que a utilização do
estoque seja maior e aumenta também a capacidade máxima de utilização das máquinas.
Levando em conta alguns aspectos de desempenho da heurística, algumas análises
interessantes foram feitas. A primeira é a de que o modelo bi-integrado insere mais pa-
drões de corte no problema mestre do que as outras estratégias. Isso, de fato, é um bom
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argumento para a queda do desperdício de material. No entanto, com relação à quan-
tidade de colunas realmente utilizadas pela solução, encontramos valores relativamente
constantes entre as estratégias. Consideramos esse resultado como bom, na medida em
que mantemos os mesmos custos e tempos de preparação de máquina. Com relação ao
número de iterações da heurística, verificamos que ele se mantém constante entre as es-
tratégias. Finalmente, verificamos um pequeno aumento no tempo de processamento do
modelo bi-integrado, o que é justificável pela complexidade do mesmo.
Apresentamos um exemplo de aplicação comparando o modelo bi-integrado com
a estratégia que não utiliza nenhuma integração entre as fases. Nosso objetivo foi de
ressaltar as diferenças que fazem com que a solução do modelo bi-integrado obtenha um
custo total menor.
Resumimos os ganhos obtidos ao utilizar o modelo bi-integrado para as 24 classes
dos experimentos, em comparação com as outras estratégias de solução do processo. Para
as classes com 5 tipos de bobinas e formatos, verificamos ganhos medianos de 9,39% em
relação a estratégia sem nenhuma integração entre as fases, e de 11,22% e 4,26%, em
relação às estratégias que integram as Fases 1 e 2 e as que integram as Fases 2 e 3,
respectivamente. Para as classes com 9 tipos de bobinas e formatos, os ganhos obtidos
foram ainda maiores: de 26,61%, 20,42% e 16,23%, respectivamente. Isso nos mostra uma
boa perspectiva para utilização do modelo bi-integrado em ambientes industriais.
Por último, analisamos o comportamento do modelo bi-integrado segundo di-
ferente critérios. Ao aumentar o custo de estoque, o número de unidades em estoque
diminuiu, como era de se esperar. Além disso, verificamos que o desperdício de material
na Fase 3 é menor quando se utiliza corte com apara, já que há um melhor aproveitamento
de itens cortados nos padrões de corte. Por outro lado, o número de unidades em estoque
é maior na presença de apara. Isso acontece porque, para que esse aproveitamento acon-
teça, o modelo passa a antecipar itens dos períodos seguintes. Por fim, verificamos que,
ao aumentar a capacidade das máquinas e subir o custo de produção e/ou corte das fases,
todos os custos individuais pioram, até mesmo os custos de estoque. Isso porque o modelo
tenta contornar o aumento nos custos de desperdício antecipando mais itens ainda, para
diminuir a perda de material.
6.2 Perspectivas
Apesar de nosso esforço em criar um modelo generalista, que represente bem
diferentes realidades de indústrias de papel, fizemos algumas simplificações no que diz
respeito a certas dimensões e características dos produtos envolvidos. Consideramos, na
modelagem, que todas as espessuras de papel são as mesmas e que os diâmetros dos
jumbos e bobinas também não variam. Além disso, apesar de modelarmos o problema
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com diferentes tipos de gramaturas, nos testes computacionais utilizamos apenas uma.
Uma importante frente de futuros trabalhos seria, portanto, incorporar essas variações
ao modelo e/ou aos experimentos computacionais. Além disso, outros tipos de problemas
da cadeia de produção de papel também podem ser incorporados, como a fabricação de
celulose, a atribuição de produtos às máquinas ou a distribuição dos mesmos entre os
clientes.
Na heurística que desenvolvemos para resolver o modelo, tivemos que retirar
as variáveis de preparação de máquina, incorporando os valores de custo e tempo de
preparação nos parâmetros de produção. Uma outra frente de trabalho seria, portanto,
desenvolver uma outra heurística em que isso não fosse necessário.
Com relação ao algoritmo de arredondamento, apesar de termos obtido custos
totais muito próximos à solução relaxada, ficamos restritos no número de tipos de produtos
fabricados. Isso porque utilizamos o solver para resolver os problemas inteiros mistos para
cada período ou sub-período e pela presença das variáveis inteiras, a complexidade do
modelo aumenta consideravelmente, o que acarreta em tempos grandes de processamento.
Para os experimentos computacionais realizados, restringimos em 9 tipos de bobinas e 9
tipos de formatos. Isso talvez não seja suficiente para uma aplicação em indústria. Uma
perspectiva de trabalho futuro seria, portanto, desenvolver um outro algoritmo ou adaptar
este que implementamos.
Por último, uma última sugestão de trabalho seria implantar o modelo e a heu-
rística desenvolvidos em uma indústria real. Com isso, seria interessante também finalizar
a interface gráfica, para facilitar a utilização do sistema.
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APÊNDICE A – Fórmulas para Cálculo de
Grandezas
Neste apêndice, apresentamos as fórmulas utilizadas para calcular algumas gran-
dezas dos produtos (jumbos, bobinas e formatos), com base em (CORREIA et al., 2004).
Sejam as seguintes dimensões do produto, conforme Figura 45:
∙ d: Diâmetro do cilindro;
∙ l: Comprimento do cilindro;
∙ e: Espessura do produto;
∙ w: Largura equivalente do produto.
Considere as grandezas:
∙ Gr: Gramatura do produto;
∙ Vol: Volume do cilindro (jumbo ou bobina);
∙ Massa: Massa do cilindro (jumbo ou bobina);
Figura 45 – Bobina desenrolada
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As fórmulas utilizadas para calcular essas grandezas são as seguintes:
𝑉 𝑜𝑙 =𝜋.𝑑
2
4 .𝑙 (A.1a)
𝑀𝑎𝑠𝑠𝑎 =𝑉 𝑜𝑙.𝐺𝑟
𝑒
= 𝑙.𝑤.𝐺𝑟 (A.1b)
𝑤 =𝑉 𝑜𝑙
𝑙.𝑒
= 𝜋
𝑒
.
𝑑2
4 (A.1c)
